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INTRODUCCION

Cdlculo Integral: Una introduccion, se ha escrito como una primera edicidn, a partir de la
experiencia como docentes de los espacios académicos o asignaturas orientadas en el drea
del célculo durante los dltimos afios de labor docente en la Universidad de la Amazonia,
Caquetd, Colombia, dando prioridad a dos elementos fundamentales: El primero, poder
brindarle a los estudiantes aspectos conceptuales basicos del calculo integral de manera
precisa y comprensible sobre el saber disciplinar del célculo. El segundo, presentar los
conceptos y procedimientos como instrumentos did4cticos para favorecer los procesos de
ensefianza y de aprendizaje del cdlculo integral en su formacién profesional.

El texto se convierte en un apoyo fundamental en el aprendizaje del calculo, porque es-
t4 pensado para ser utilizado en espacios académicos o asignaturas relacionadas con el
célculo relativas a cursos de ingenieria, matemadticas, ciencias basicas, entre otras, de tal
forma que le permitan, tanto al estudiante como al docente, comprender y dominar el
célculo integral como herramienta bésica para su desempefio profesional, sin abandonar
el rigor disciplinar. Se ha procurado en cada una de las exposiciones de los temas, abor-
dar datos histéricos que contribuyeron a su conceptualizacién, acompafiado de ejemplos
y ejercicios practicos que permitirdn ofrecer métodos para determinar resultados desde
la razén de cambio, como andlisis del cdlculo integral. Desde luego, no se hace ninguna
aportacién nueva desde el punto de vista disciplinar, pero si desde el aspecto didéctico,
con la finalidad de romper con la ensefanza habitual del célculo y llevar a los estudiantes
y docentes a dindmicas nuevas de trabajo.

Cada capitulo finaliza con una propuesta de ejercicios, que ayuda a fortalecer la com-
prension de los conceptos abordados, de esta manera se comprueba que realmente se ha
comprendido el contenido del capitulo.

Finalmente, se agradece a los estudiantes, porque con su querer saber, han mostrado aque-
llas partes del célculo integral, en las que se encuentran mayores dificultades en su pro-
ceso de ensefianza y aprendizaje. Se espera que este texto sea de ayuda para docentes y
estudiantes que abordan el maravilloso estudio del calculo integral.

Los autores.
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1.1

LA INTEGRAL

INTRODUCCION

El célculo integral (término acufiado en 1700 por Jacob Bernoulli) y que en el lenguaje
antiguo se conoce como ‘el problemas de las cuadraturas” es, en principio, un método
para encontrar el drea encerrada por una curva. Antes de la invencién del Célculo, solo era
posible encontrar el drea de ciertas figuras como poligonos, circulos, sectores de circulos,
etc. En la antigua Grecia, Eudoxio y Arquimedes desarrollaron formas ingeniosas para
calcular 4reas de varias figuras (método de “exhaucién” del area), incluyendo el area de
un circulo y el de un segmento de parabola que son, basicamente, uno y el mismo método
utilizado actualmente para definir el concepto de Integral.

Sin embargo, calcular dreas mediante “exhaucion”, a la manera de Arquimedes, requeria
un estudio muy detallado del comportamiento de la figura escogida y, en ocasiones, de
métodos alin mds ingeniosos y dificiles.

Después de los antiguos griegos, no hubo ningin progreso importante en el problema
de las cuadraturas hasta el sigo XVI. Avances como los de Johanes Kepler (1571 - 1630),
Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), Gilles de Roberval (1602 - 1675) y Pierre de Fermat
(1601 - 1665) apuntalaron el trabajo de Newton y Leibniz en el siglo XVII. Por ejemplo
Cavalieri (inspirado en los célculos de dreas de sectores de elipses que habia llevado
a cabo Kepler en sus estudios de movimientos planetarios) pensaba que cualquier drea
estaba formada por un niimero finito de lineas que “sumadas” deberian dar por resultado
el 4rea buscada. Roberval, por su parte, no pensaba en sumas infinitas de segmentos de
rectas, sino en sumas finitas de dreas de rectingulos “infinitamente delgados”. También,
Fermat sigui6 este camino, generalizando de una manera un poco mds rigurosa (aunque
sin pruebas) muchos de los resultados sobre figuras particulares que habian ya alcanzado
sus predecesores.

Los matemdticos del siglo XVIII, por lo tanto, recibieron complacidos el hecho de que
la invencion del problema de la tangente (derivada) resolviera el de cuadraturas segun
el teorema de Newton y Leibniz (o teorema fundamental del Célculo), y se hizo claro
entonces que existia un método general que se ajustaba bien a un ndmero infinito de
figuras distintas. Lo mismo también era cierto para el Calculo de volimenes, superficies,
longitudes de curvas, etc.
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Después de la creacion del Calculo Diferencial e Integral por parte de Newton y Leibniz,
sigui6 un periodo de rdpidos desarrollos (particularmente en aplicaciones) en las més di-
versas ramas de la tecnologia y de las ciencias naturales. El Calculo refleja propiedades
muy profundas del mundo material, y, por tanto, responde a muchas preguntas practi-
cas tales como el movimiento mecénico de cuerpos s6lidos, el movimiento de liquidos y
gases en sus particulas esenciales, las leyes de flujo, la conduccién del calor y la electri-
cidad, la trayectoria de las reacciones quimicas, etc. Debe aclararse, sin embargo, que los
conceptos de derivada e integral, como fueron presentados por Newton y Leibniz y sus
contemporaneos, no se separaban de sus origenes fisicos y geométricos de velocidad y
area. De hecho, fueron mitad matematicos y mitad fisicos. Las condiciones de la época
no eran propicias para producir una definicién puramente formal de estos conceptos: era
comun que el investigador siguiera el camino mateméticamente correcto si permanecia en
contacto directo con aspectos practicos de su problema.

La evolucion de los conceptos del andlisis matematico (derivada, integral, etc.) continud
después de Newton y Leibniz. Un punto importante en este desarrollo se dié a comien-
zos del siglo XIX con los trabajos de Cauchy y Weierstrass, pues fueron los primeros
en dar definiciones formales del concepto de limite y de usar éste como base para sus
definiciones de continuidad, derivada o integral.

FUNCION PRIMITIVA O ANTI DERIVADA

Un tipo muy importante de problema es cuando conocemos la derivada de una funcién
(una tasa de variacién instantdnea o la pendiente a su gréfica) y queremos encontrar la
funcién. Por ejemplo, conocemos la velocidad y queremos hallar el espacio recorrido.

Este tipo de situaciones, dada la funcién derivada encontrar la funcién original no es
exclusiva de la mecdnica, surgen en otras ramas de la Fisica, en otras ciencias y por
supuesto en la propia Matemadtica. La gran diversidad de problemas que pueden resolverse
con la ayuda del cédlculo de las “antiderivadas” o “primitivas”, motiva a que se estudie de
forma sistemética su cdlculo.

Es conveniente advertir al lector que el problema de calcular primitivas es mds comple-
jo que el problema inverso, la de calcular derivadas. Cuando estudiamos las reglas de
derivacién vimos que como resultado de la derivacion de funciones elementales, obtu-
vimos nuevamente funciones elementales, y esta operacioén siempre fue factible, usando
las reglas de derivacion de las operaciones aritméticas con funciones, de la compuesta
de dos funciones y las derivadas de funciones fundamentales bdsicas. Sin embargo, hay
funciones elementales que no son derivadas de ninguna funcién elemental y, por tanto,
el problema de hallar la primitiva lleva a la necesidad de introducir nuevas funciones no
considerada dentro del rango de las funciones elementales.

Ademas, incluso cuando la primitiva de una funcién es una funcién elemental, no siempre
es simple su célculo; por ello, necesitamos de la elaboracién de métodos de integracién y
de clases de funciones que se integran por un mismo método.

El termino antiderivacién fue introducido por Daniel Amurray en 1908 y por George D.
Birkhoff en 1906. El término primitiva o integral indefinida fue introducido por Lacroix
(1797-1802).
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En el capitulo (2) estudiamos el problema, dada la funcién F obtener la funcién F’' = f.
Ahora vamos a tratar el problema inverso, dada f como hallara F. Es decir dada f hallara
F tal que F/ = f.

Definicion 1.1
Si F es una funcion tal que F’(x) = f(x) para todo x en un intervalo (a, b), entonces

F se llama una primitiva (o antiderivada) de f en (a,b). Si x es un punto frontera
en (a,b), F’ solo necesita tener derivada unilateral.

Ejemplo 1.1
Y—
F(x) = %x3 es una primitiva de f(x) = x2, pues F’'(x) = x> = f(x).

Ejemplo 1.2
D I
F(x) = x> es una primitiva de f(x) = 3x%, pues F’(x) = 3x* = f(x).

Teorema 1.1

Si f es una funcién derivable en un intervalo (a,b) y si f/(x) = 0 para toda x en
(a,b), entonces f es constante en (a,b).

Demostracién: Sea x; un punto fijo en (a,b) y x otro punto cualquiera en (a,b). Enton-
ces, por el teorema del valor medio existe ¢ en (a,b) tal que si x; < ¢ < x, entonces

f@=fl)
X—X]

flo)=

Por tanto f(x) = f(x;). Como esto es cierto para toda x en (a,b), la funcién f es constante
en (a,b).

Teorema 1.2

Si F'y G son antiderivadas de la misma funcién f en un intervalo (a,b). Entonces
existe una constante c tal que

Demostracién: Por hipétesis, F/(x) = G'(x) = f(x) para todo x en (a,b).
Sea H(x) = F(x) — G(x), entonces H'(x) = F'(x) — G'(x) = 0, para todo x en (a,b). Por el
teorema (1.1), existe una constante ¢ € R tal que H(x) = ¢ para toda x en (a,b), es decir,

que F(x) = G(x) + ¢, para todo x en (a,b).

Observacion:
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a) La parte geométrica del teorema la ilustra la figura (1.1).

Figura 1.1

Ejemplo 1.3
)

Dadas las funciones f y su respectiva antiderivada F + ¢, comprobar que F’ = f.

1 1
1. Sif(x)= 2 yF(x)+c= > + ¢ entonces

5. Si f(8) =2cos(0) y F(8) +c = 2sen6 + ¢, entonces

F'(8) =2cos0 = £(0).

Definicion 1.2
Si F es una funcién primitiva (o antiderivada) de f, la familia de primitivas F + ¢
se llama la integral indefinida de la funcién f y se designa mediante el simbolo
/ f(x) dx y se lee “integral indefinida de f respecto a de x” donde f se llama la

funcién integrando y x es la variable con respecto a la cual se considera la integral




de f. Lo anterior lo podemos generalizar de la siguiente manera:

Ejemplo 1.4
v

/f(x)dx:F(x)—i—c siysolosi F'(x) = f(x)

De acuerdo con lo anterior podemos construir la siguiente tabla

Funcidn

Anti-derivada

Verificacion

£ [ o) dx=F)+c F(x) = £
d
3,2 /3 2 =3 48— 32
X x“dx=x"+c a’x[ | =3x
3 3
2 2 =X L
X /xdx—3+c dx{3]
1 1 d
Z = dx—1 “n -
< /xdx n|x|+c dx[n|x|]
e /e’dt:e’—i—c i[e’]: -
dx
2cos® ... /200s9d9:2sen6+c %[25en9]22c0s9

Observaciones:

(a) Una interpretacién geométrica de F” es la pendiente de la recta tangente a la
grifica de F en el punto (x,F(x)).

(b) (Coémo se interpretaria geométricamente la integral indefinida de f?

(c) Justifique que:

. /F’(x) d(x) = F(x) +c.

. /kdx:kx+c.

/;1? dx=1n|x|+¢
2| [rwa] =,

[reax= [ s ai= [ ro)d0= [ o) dy=...
-/de:%ﬂﬂ+l+c, si m#1.

(d) Los procedimientos mediante los cuales se obtiene o calculan las funciones
primitivas de una funcidn, se denominan integracién o cdlculo de integrales

indefinidas.



FORMULAS FUNDAMEN-
TALES DE INTEGRACION

Las férmulas de integracién que se dan a continuacién se deducen inmediatamente, a
partir de la definicién (1.1) o mediante derivacion directa del miembro de la derecha de la
igualdad.

Férmulas de integracion
1. /kdx: kx+c.

1
2. /x’dx:—x““l—i-c,r;é—l,reR.
r—+1

W

1 1
. /7dx:ln|x|+c. In|x| =InVx zilnxz,pues
X

o= () () (3) -

/e’dtzet—kc.

Ee

2

1
/a’dt:—a’+c,a>0,a7él.
Ina

6. /sen(e) d® = —cosO+c.

=~

/cos(e) d® =senf+c.

' ©odx
/ sec’x dx = / o
cos?x

dx
/csczxdx:/ 7 = —cotx+c.
sen- x

10. /tanx dx = —In|cosx|+c =In|secx|+c.

ge

=tanx-+c.

R




11. /cotxdx:1n|senx\ +ec.

12. /secx tanx dx = secx+c.

| dx _
3. /1—|—x2 = arctanx + c.

ds 1 1+x
14. ==1 .
-2 2 n’l—x e
15 dx +
. | ——= =arcsenx—+c.
V1—x2
dx
16. =In|x+vVx2E1|+c.
Vaz+1 | |
A continuacion, se demuestran las formulas 14, 15 y 16 respectivamente.
1 1
14) SIn 1: = [In|1+x| —In|1—x|].
d |1 1+x 1 d 1 1 1
Ry = -~ Sn[l+x|—In|l—x|] ==
dx[Zn‘l—x] 3 gemlt 4 =Infl =] 2{1+x+l—x]
o l—x+1+x] 1
2 1—x2 1—x%
d 1
15) arctanx+c = — [arctanx +c| = ,—l<x<1
dx 1—x2
16) In|x+Vx2+1|+c.
d [ 1 d
—lnx—i—\/xz:l:l—i—c} = 7—()&&— x2:|:1)
dx | | x+Vx2+1dx
- e ()
x+vVxr+1 x2+1
1
Ve ED

2.1 ALGUNAS PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRAL IND
Propiedades:

1. /f’(x) dx = f(x)+ec.
2. Dx {/f(x) dx] = f(x).
3. /kf(x) dx:k/f(x) dx+ c, k constante real.

4. [lrw =@l dx= [ 1(x) de [ o).

EFINIDA

15
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Demostracién: La combinacion de las propiedades 3, 4 y las féormulas fundamentales de
integracion 2, posibilitan el cdlculo de las integrales indefinidas de un ndmero ilimitado
de funciones.

Ejemplo 2.1
‘ f
Calcular / (2x* +3x—1) dx.

Solucion:
/(2x2+3x71)dx = /2x2dx+/3xdx—/ldx
- 2/x2dx+3/xdx—/1dx
X3 )C2
_ 23,3, ,
= 3x +2x xX—+c.
E]emplo22
Sl/f x)+c, y/d = In |x| 4 ¢ entonces:

dx 1
(2) /f dxf— F(mx )+c,/3—;c:§ln|x|+c

dx
3x +2

1 1
(b) /f(mx—‘—b)dx:%F(mx—Fb)—Fc, ln\3x+2|+c.

Ejemplo 2.3
D I
] /e3x dx = % e + ¢, se utiliz6 (a).

1
. /sen (2x+ g) dx = ) cos (2x+ g) se utilizé (b).

dx 1 X
L] /72 7 == arctan(f) +c.
X +a a a

2.2 INTEGRACION POR SUSTITUCION

El método de integracién por sustitucion se puede considerar como una aplicacion de la
regla de la cadena:



luego

Ahora, si

“diferencial de u”, entonces

/F'(u) du=F(u) +c,

Luego,

Observacion:

El éxito de la aplicacién de este método, depende directamente de la experiencia
que tenga el estudiante para reconocer integrandoos de la forma f(g(x)) g'(x),
conformado por una funcién interior g y su correspondiente derivada g’ (a la que
le puede faltar o no un coeficiente constante).

Ejemplo 2.4

Calcular las integrales siguientes:
| dx
VBT

Solucién: Utilizando el método de integracion por sustitucion, tenemos que:

=3x— 1 rd 1 2 2
{u 3 1}: —u=§/u7%du=§u%+c=§[3x—1}%+c.

du=3dx| 3J \Ju
Comprobacion:
d |2 1 2 d 21 1 1
— |z —1)2 =2 . 2 Bx—12=2.-3x—-1)"2(3) =
o {3 (Bx—1) —|—c] 3 dx[3x ] 3 2(3x )72(3) =

Ahora, resolverlo si u = v/3x—1.
2. /senx cosx dx.

Solucién: Utilizando el método de integracion por sustitucion, tenemos que:
2 2

U =senx _/ d _u”_ sen x+
du=cosxdx| ~ J '™ T2 T 2 ¢

Comprobacion:

1,1 1
Dx 5 semx| = [2senx]cosx = senxcosx

17
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3. /xze"

Solucién: Utilizando el método de integracidn por sustitucion, tenemos que:

u=x> —l/”d—l”—i-—lxs—i-
du=3x2dx| 3 ¢ u—3e c—3e ¢

La comprobacién queda como ejercicio.

4, /ln—xdx.
X

Solucién: Utilizando el método de integracion por sustitucion, tenemos que:

u=Inx 7/ d 7u72+ 7ln2x+
du:%dxi uau=5 rTe=—H-7re¢

La comprobacién queda como ejercicio.
X
[
VxZ+1
Solucién: Utilizando el método de integracion por sustitucion, tenemos que:

[uszrl

du:2xdx] 2 \f 2/ Tdu=u bo= (1) e

La comprobacién queda como ejercicio.

SeCz\/é
/ NG de

Solucién: Utilizando el método de integracién por sustitucion, tenemos que:

luz[ 9%

— 2 — _
du— L fdG] —2/sec udu=2tanu+c =2tan(v0) +c

La comprobacién queda como ejercicio.

7. /t\/t— 1dt.

Solucion: Utilizando el método de integracion por sustitucion, tenemos que:

u=t—1
du=dt = /(qul)u%du:/u%dqu/u%du
t=u+1

2 s 3 2
= gbﬂ—&-fw +e==(@—1)

2(r—1) <1t+125>5m+c.

[\

(STl
(T[98

+

2 +ec
3

(1—1)

W

5
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2.3 INTEGRACION POR PARTES

Recordemos que:
d(uv) =udv+vdu,

integrando a ambos lados obtenemos que:

uv:/udv+/vdu = /udv:uv—/vdu.

Observacion: El método de integracion por partes es tal vez el mas utilizado. En particu-
lar se utiliza para calcular integrales que contienen en el integrando funciones logaritmi-
cas, trigonométricas inversas y funciones del tipo x* sen(ax), x* cos(ax), xfe®, xFInx, ...,
etc.

Ejemplo 2.5

Calcular las integrales dadas:

1. /xex dx.

Solucién: Utilizando el método de integracion por partes, tenemos que:

u=x,
du=dx | P

dv — o | =€ /e dx=xe*—e" +c¢
v=e*

2. /x2 cosx dx.

Solucién: Utilizando el método de integracion por partes, tenemos que:

u==x2,
du = 2xdx 5
=x“senx—2 [ xsenxdx+c.
dv = cosxdx
V= senx

Luego, utilizando nuevamente el mismo método tenemos que:

u=x,
du=dx — 2senx—2 _xcosx+/cosxdx +c
dv = sendx
V= —COSX

= xzsenx+2xcosx—2/cosxdx—|—c

= x’senx+ 2xcosx—2senx+c.

3. /sen29 do.
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Solucién: Utilizando el método de integracion por partes, tenemos que:

u=seno,
du = cos0 do >
dv = sen0d0 —Sen900s9+/cos 0db+c
v=—cos0

= —senGcos9+/[1 —sen®6] d0 +c

= —sen9c059+9—/sen29d9+c,

luego

/sen29d9 = —%senecosﬂ—i— %9—1—(’.

Otra forma de resolverla seria de la siguiente manera:

/sen 0d6 — / COSZG ) 40— 76—7/00529d9+c

Ahora, haciendo el cambio de sustitucion tenemos que:

u=20 1 1 1 1 1 1
[duZde} = Ee—z/cosudu— EB—Zsenu—FC— Ee—zsen(ZG)—i—c

4. / arctan(x) dx.

Solucion: Utilizando el método de integracion por partes, tenemos que:

u = arctanx

du—sz :xarctanx—/ﬂ—kc
dv =dx x2+1
v=x

Ahora, haciendo el cambio de sustitucion tenemos que:

=x2+1 1 rd
[ux—{—}Jr u

= xarctanx — = [ —
du=2xdx 2 u

1 1
xarctanx — §1n|u\ + ¢ = xarctanx — Eln X2 +1]+c

5. /lnx dx.

Solucion: Utilizando el método de integracion por partes, tenemos que:

u=Inx

_1
U= 003 :xlnx—/dx+c:xlnx—x+c
dv =dx

v=2x

6. / xInx dx. (Queda como ejercicio).
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2.4 FORMULAS DE REDUCCION

A continuacién se presentan las mds importantes “férmulas de reduccién” con el fin de
complementar su archivo personal de férmulas y tablas de integracion.

Formulas de reduccion (1)

1.
dx X 2m—3 dx
/m T & {(2m—2)(a2:|:x2)’"—1 + 2m—2 (azztxz)’"—l] ’
m# —1.
2.
dx X 2m—3 dx
/m — a2 {(2m2)(x2a2)m1 T om—2 (xzaZ)ml} ’
m#1.
3.
/(azixz)m dx= x(c;;:l::i)m + 2%;”_7_21 (@+x>)"Vdx, m+# —%.
4.

/(xz A dx = x(x* —a®)" 3 2ma®
2m+1 2m+1

1
(> —a2)" Vdx, m# ~3

Formulas de reduccion (2)

(Que férmulas se obtienen si en (1) y (2) hacemos m = 1 y en (3) y (4) hacemos

— 19
m="3

1
1. /xme“x dx = gxmeax— %/xmfle“x dx.

m—1

sen” ' xcosx m—1 _
2. /senmx dx = — + sen”™ 2 x dx.
m m
—1
cos" 'xsenx m—1 _
3. /cos’”x dx = + cos" 2 x dx.
m m

4. /x’” sen(bx) dx = —%cos(bx) + % /)c”“1 cos(bx) dx.

5. /x’"cos(bx) dx= %sen(bx) - %/x’”*l sen(bx) dx.
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OTROS METODOS DE INTEGRACION
INTEGRALES QUE CONTIENEN UN TRINOMIO CUADRADO
Son de la forma:
d d
/27)6 S — /\/ax2+bx—|—cdx
ax*+bx+c Vax* +bx+c
/ (mx+d)dx (mx+d)dx
ax’>+bx+c Va2 +brtc
Todo trinomio se puede transformar asi:
a® +bxtc=al(x+h)?+k] =a[?® £k
donde ¢t = x + h entonces dt = dx.
Las integrales dadas anteriormente, y en general las integrales que contienen trinomios
cuadriticos, se pueden expresar de una de las formas siguientes, las cuales se dan con su
respectiva solucién para que sean usadas como férmulas de integracion. La mayoria de
ellas son conocidas, pues han sido dadas anteriormente en las tablas de integrales.
Las que no son conocidas se pueden obtener o deducir mediante la aplicacién apropiada
de los métodos de integracion y/o por partes.
En cualquier caso, se pueden comprobar derivando los dos miembros de la igualdad.
1
(a) /ﬂ e %arctan (k) +c.
dt 1 k
b —In
® /tz—k2 2k t+k
(©) / = / dt se aplica (2.5.1)
K2 ) g Yeapeatas
dt
) /7 :ln‘t+\/t2j:k2’+c.
Vi2 £ k?
© [ (H)+
e = arcsen c.
V2 —12 k
1 1
6 / ViI2+Ek2dr = Et\/tz +k2+ ikz In (t+ 12 ikz) +ec.
1 1 t
(2) / VK2 —12dt = Et\/ K2 —12+ §k2 arc sen (%) +c
Ejemplo 2.6
/

Calcular cada una de las integrales siguientes:

| / dx
) 2x2—4x—16"



Solucion:

(o = 1/e=s=2) ooip==
2x2 —4x—16 2x 8 2 x—l

_ t—x—l / dt 1ilnt_3 i
o =dx| 2/ 232" 2|23 t+3
_ 1 nx—4 n
= 2 txr2|TC
T
X2 4+2x+5
Solucién:
/ dx B / dx
R+2+5 ) (x+1)2422
= el / i arctan( )Jrc
dt =dx 2422 2
1
= arctan(”)—k
2
3 / (x+2)dx
’ X24+2x+5
Solucion:
/ (x+2)dx / (2x+2) +2 o
_—Z " = c
xX24+2x+5 x2+2x+5

(2x+2) dx
= 2[5t + | erieEt
= il oetmad =2 g () e
= ;ln|x2+2x+5|+;arctan(x—;1)+c.
4. /\/mdx.

Solucion:

/\/2—4x—x2 dx

/\/2—(x2—|—4x+4—4) dx+¢
~ 2 _|t=x+2
/\/6 (x+2)?dx+c= {duzdx
/\/6—|—t2dt—|—c
1 t
= t\/6—t2+3arcsen<>+c
2 V6

1 x+2
= —(x+2)+3arcsen| ——
25 +2) (%)

+c.
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5/ 3x+2 dx
Va4 x+1

Solucion:
1 [ 3x+1+1 Jx+1)+1
- | 2= gx= 222 T2
e T
. 3 C(2x+1) /
Va2 +x+1 "2 \/x2+x+
_ [ux —|—x—|—1} / 7/ dx
dit— 25+ 1) 2 Jaeeriel

3/ ’%d—kl/ dx .
= - [|u u+- | —————+c
12 3
2 2 X—F* +3
= t
_ [zdx+} 22+2/ .
! R+
3
¢ 21>
P+
3

1 1 1
= 3 x2+x+l+§1n (x+2)+ <x+> 4| e

1
= 3(x2+x+1)%+51n +c

2 4

2.6 INTEGRALES QUE CONTIENEN FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

A continuacién se dan algunas identidades que sirven de herramienta para resolver algu-
nas integrales.

Identidades para resolver integrales

(a) sen’x+cos?x = 1.
(b) 1+ tan?x = sec?x.

(c) 14cot®x = csc?x.

1 —cos2x
d 2y ="
(d) sen“x 5
1+cost
2,
(e) cos >

(f) sen(ax)sen(bx) = % [cos(a —b)x — cos(a+b)x].
(g) cos(ax)cos(bx) = % [cos(a+ b)x+ cos(a — D)x].

(h) sen(ax)cos(bx) = % [sen(a+ b)x+sen(a — b)x].
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Ejemplo 2.7
/
Evaluar las integrales siguientes:
1. /tan29d9 = /(secze— 1)d®+c =tan®— 0 +c.

i 1
2 /senzedezif(l—cos%) 48 = 20— 5 cos26+c.

3.
1
/sen(Sx) cos(2x) dx = E/[senSx—Fsenx] dx
—l/sen5d+l/send+
= 3 xdx+ o xdx+c

1 1
= —ECOSSX— 5cosx+c.

4. / cos(3x) cosx dx, queda como ejercicio.
5.

/cos3ed9 = /cos29 cos0 do

/(l—senze)cosedez[ u=send ]

du = cos0d0

2 w
= /(1—u )du:u—g—&—c

sen’ @

= senO— +c.

6. / tan* @ d®©, queda como ejercicio, utilizar la identidad (2.6).
7.

/sen3x cos’xdx = /senzx senx cos”x dx

= /(lcoszx)coszxsenxdx{ = oS }

du= —senxdx

5

3
= /(l—uz)uzdu—&—c:%—%—&—c

cos’x  cosox

3 5

8. / sen’ xcos” x dx, queda como ejercicio.
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2.7 SUSTITUCION PARA RACIONALIZAR

Para integrandoos de la forma v/ax + b, la sustitucién es u = vax+b o, u" = ax+b.

Ejemplo 2.8
‘ f
dx
Evaluar la integral [ ———.
valuar la itegra /x—\/;c

Solucion:
/ dx - w=x
x—x  |2udu=dx
B / 2udu
B u? —u
udu
= 2
/ u—1
= 2lnfu—1|+c¢
= 2In|y/x—1]
= &
Ejemplo 2.9
‘ /
Evaluar la integral / xV/x—4 dx.
Solucién:
u=+/x—4
3 u’
/xx’/x—4dx =
=x—4
3utdu = dx

= /(u3 +4)u-3u® du

= 3/(u6+4u3)du+c

3 7
= %—&—3144—1—0

W=

[(x—4)~}7+3 {(x—4)%]4+c

SN

(x—4) 3

+3(x—4)3 +c.

BN ISR [ V)



Ejemplo 2.10
D [

Evaluar la integral /xf/ (x+1)2dx.

Solucién:

/xf/ (x+1)2dx

/x [()H—l)z]% dx:/x {(x—f—l)?r dx

u:(x—l—l)%
w=x+1 Z/(us—l)u25u4 du
5utdu = dx

5 5
5/(u“—u6) du = 12u]2—7u7—|—c
5

> [@H)ﬂu—; [(x—l—l)%r—kc

% [(x+ 1)12]% —g [(x+1)7] e

S s 225/ 7
v (x+1) = (x+1)+c

%(x+1)2.5/(x+1)2—§(x+1)5 (x+ 12 +¢

5(x4+1)¢/(x+1)2 {(x;gl) ;] +c
S5(x4+1)¢/(x+1)2 {W] +c

b 5
@(x—&- D4/ (x+1)2(7x=5) +c.

2.8 INTEGRALES DE LA FORMA

Va?

—-x27 \/az —|—.X'2, \/xz _a2

Introduciremos estos tipos de integral mediante algunos ejemplos:

1. Para la integral / v a? — x2 dx construimos el tridngulo

Va2-x2

Figura 2.1

X

donde sen6 =

Q=

,x=asenB,dx=acos0dby

27

0 = arcsen (i> ,donde 0 <6 < g Reemplazando lo

a
anterior con la integral dada obtenemos:



28

2
/\/az—azsenzeacosede = az/coszﬂdez %/[1+cos26] do

2 1
= = [e+ 5 senZG}
a* X 1 x
= — |arcsen (7) + —sen (Zarcsen (7>> +c
2 a 2 a
2 2
= % arcsen (g) + % sen(20)
a? X\ a* x Va2 —x2
= —arcsen<f)—|——~f +c
2 a 2 a a
azarcsen<x)+x 2 x4+
= — - —Va*—x*+c.
2 a 2
2. Para esta integral / V9 — x2 dx construimos el tridngulo
> X
X Donde senezg,x:3sen9,ydx:3cosed9.
0 Reemplazando lo anterior en la integral dada obtene-
9 ¢ mos:
Figura 2.2

/\/9—x2 dx = /\/9—9sen29~3cosed9:9/00529616

9 9. 9
= E/(H—cosze) de = §9+Zsen29+c

9 9
= —arcsen ({> + 3 senBcosO +c¢

2 3
9
= jarcsen (g) +§ 9 —x2.

3. Para esta integral / vV a% + x2 dx construimos €l tridgngulo

Donde tan0 = f, x=atan®y dx = asec’ 0 d.
a

Reemplazando lo anterior en la integral dada obtene-
mos:

Figura 2.3



/\/ a?+x2dx

29

= /\/az—&-aztanze-aseczede
= az/\/H—tansteczOdG

= az/sec39d6:az/sece-seczede

du = secOtan 0406
dv =sec?0d0

u=secO

= a*secHtan O — a2/secetan26 do

vy =tan®

= azsecetane—az/sec(secze— 1) d6

= azsecetane—az/sec39d9+a2/sece d62a2/sec3 doe

= a2secetane+a2/se09d6/sec3d6

1 1
= Esecetan6+§1n|sece+tan9| +c

1
2

1 1
= —xVx2+a?+-d*In
242 2

Vx24a? x+ 1
a

a

In

Vx2+a? x
S| T e
2 a a

VX2 +a?+x N
—— — Tl+¢

a

dx
4. Para integral / ———— construimos el tridngulo donde
g VO +x2 £

/

dx

V9 +x2

Donde tan = g x=3tan®, dx = 3sec?0 do,
cosO = 3 ! =secH = 9+x2
Vo2 Y cos® 3

Reemplazando lo anterior en la integral dada obtene-
mos:

/ 3sec?0do _ sec20
v9+9tan?0 secO
/seced6:1n|se06+tan6|+c
VO+x2 x
3 3

VO+x2+x
3

In

In +c.
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5. Para esta integral / vV x2 — a2 dx construimos el tridgngulo rectdngulo

Figura 2.5

/\/xz—azdx

6. Para esta integral /

a
Reemplazando en la integral dada obtenemos

/\/ a’sec2@—a?-asecOtan® dO

az/tanzesecedﬂ—i—c
2 2
a /sece(sec 0—1)db+c

az/sec39d97a2/se(:9d9+c

2 2
%secetanﬁ—l—%ln\secﬁ—l—tanm—azln\se06+tane|+c
(12 X xzfaz 612 X xzfaz
— . — —In|=-+ +c
2 a a 2 a a

2 v
% xz—az—%ln rrve e +c
a

-4 . .
dx construimos el tridngulo

Donde sec = f,
Reemplazando en la integral dada obtenemos

/\/4se026—4:2/\/m-tan9d9
/tan29d9:2/(secze—l)d6

2/seced6 Z/de

2tan® —26 = 2(tan® — 1).

Donde sec6 = E, x=asecH, y dx = asecBtan0 d0.

x=2secOy dx =2secOtan® d6.
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2.9 INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Son funciones de la forma

2 ) 2x+2
X)) =—-
(x+3)3’ v 8 x2—4x+8

flx) =
se llaman funciones racionales propias. La funcién

5 3
x+2x —x+1 2 14x+1
hx) = x3 4+ 5x = _3+x3+5x

consta de un polinomio y una funcién racional.

2.10 DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES
2.10.1 FACTORES LINEALES SIMPLES

1. Para

-1 [ (Gx=1) [ A B
/xz—x—édx_/(x—3)(x—|—2) dx—/x_3dx+/x+2dx,

debemos obtener constantes A y B tales que

3x—1 A B

(x=3)(x+2) x-3 +x+2'

Multiplicando a ambos miembros de la ecuacién por (x — 3), tenemos que

3x—1 B(x—
X :A+M.
x+2 x+2

8
Si x = 3, obtenemos que A = —. De forma similar, multiplicando a ambos lados de
la ecuacion por (x+2), se tiene que

3x—1  A(x+2)

= B.
x—3 x—3 +

7
Si x = —2, obtenemos que B = 5 Luego,

/ﬁdx—§/ d —&-z/ﬂ—&-c—§1n\x—3|+zln|x+2|+c
2—x—6  5) x=3 5/ x+2 5 5 ’

5x43 (5x+3)
2. | ¥———dx= | ——— dx.
/x3—2x2—3xdx /x(x+l)(x—3) dx

A B C
/ —dx+ / dx+ / dx
X x+1 x—=3
Debemos hallar las constantes A, B y C tales que
S5Sx+3 A B C

P_22—3x x  x+1 x-3
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Ahora, si x = 0, entonces A = —1. De forma similar, multiplicando ambos miem-

bros de la ecuacién por (x+ 1) obtenemos que

5x+3 A 1 C
x+3 A+ )+B+ (x+1).
x—3 X x—3

. 1 _. .. .,
Six=—1, entonces B= 7 Finalmente, multiplicando a ambos lados de la ecuacién

por (x — 3) tenemos que

Sx+3  A(x—3)  B(x—3)

x(x+1)  x x+1 e
. 3
Si x = 3, obtenemos que C = 7 Luego
/ 5x+3 d dx
Y A = — =
X3 —2x2—3x x x+1

1 3
—ln|x\—Eln|x—|—1\+aln|x—3\—|—c

2.10.2 FACTORES LINEALES REPETIDOS

Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.11
D [

/(xx3)d / d*/

Solucion: Debemos obtener constantes A y B tales que

x A . B
(x—3)2 x-3 (x—3)2

o x=A(x-3)+B.

Six=3,B=3ysix=0,A=1.Luego,

X dx dx 3
S N e I O R PR Y
/(x—3)2 * /)6—3Jr /(x—3)2 nje—3| =3
2.10.3 FACTORES LINEALES DISTINTOS Y ALGUNOS REPETIDOS

3x% —8x+13 A B C
/(x+3)(x71)2 dx /x+3 x+/x—l x+/(x71)2 *

Debemos hallar las constantes A, B 'y C tales que

3x* —8x+13 A B C
2= + + 2 ©
(x+3)x—1)2 x+3 x—1 (x—1)

3 —8x+13=A(x— 1) +B(x+3)(x— 1) +c(x+3).
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Ahora, si x = 1 entonces C = 2. Si x = —3, entonces A =4 y si x = 0 entonces B = —1.

Luego
3x* —8x+13
————dx = 4
/(x+3)(x—1)2 * /x+3 /x—1+ /x—l 2t+¢

= 4lnjx+3|-Injx—1|+

+c.

(1)

La regla general para descomponer factores lineales repetidos en el denominador es: Por
cada factor (ax+ b)* en el denominador, existen k términos en la descomposicién en
fracciones parciales:

Ay n Ap + A3z 4o+ Ag
ax+b  (ax+b)?  (ax+b)? T (ax+Db)k

2.10.4 FACTORES CUADRATICOS

Un solo factor cuadratico:

/ 6x2 —3x+1 / /Bx+Cdx
(4x+1)( s2+1 4x +1 x2+1

Debemos obtener constantes A, B y C tales que

6x*—3x+1 A L BC
(dx+1)(x2+1)  dx+1  x2+1°

Multiplicando los dos miembros de la ecuacién por (4x+ 1) obtenemos que

6x> —3x+1 (Bx+C)+ (4x+1)
X +1 (x24+1)
1 - .
De esta manera, x = T entonces A = 2. Igualmente, multiplicando la ecuacién por

(x> + 1) obtenemos que

6x2 —3x+1 A
v ooxd (2 +1)+ (Bx+C).

dx+1  dx+1
Six =0, entonces C = —1 y si x = 1, entonces B = 1. Por lo tanto
/ 6x* —3x+1 J 1 [ 4dx +1/ 2dx / dx N
————dx = = — — c
(4x+1)(s2+1) 2) 4x+1 2 x*+1 X +1

1 1
= §1n|4x+1\+§1n|x2+1|—arctanx+c.

2.11 FACTOR CUADRATICO REPETIDO

/ 6x2 715x+22 / /BerCd +/ Dx+E d

—_ —— dx.
(x+3)(2+2)2 134 212 P 222
Debemos hallar constantes A, B, C, D y E tales que

6x* —15x+22 A LBt C . DxtE
(x+3)(x2+2)2  x+3  x2+2  (x2+2)2
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6x> — 15x+22 AP +2)* + (Bx+¢)(x+3)(x* +2) + (Dx + E)(x +3)
= (A+B)x*+(3B+C)x* + (4A+3C+B+D)x?

+ (3B+C+3D+E)x+ (4A+3C+3E).

Igualando coeficientes obtenemos que
A+B=0
3B+C=0
4A+3C+B+D =6
3B+C+3D+E=-15
4A+3C+3E =22

Al resolver el sistema de ecuaciones obtenemos que
A=1,D=-5B=—-1,E=0 y C=3.

Luego,
6x% —15x+22 x+3 —5x
/(x+3)(x2+2)2 * +/ 2+1 /(x2+2)2 *
Injx+3| - / dx—|—3/ 2
2/ *+1 242 2 (x242)?

1 2 3 o x 5
1n|x+3|—§1n\x +1\+\ﬁtan 7 +m+c




2.12 EJERCICIOS

—| Ejercicios 2.1

2.1 En los siguientes ejercicios, calcular la integral indefinida y comprobar el
resultado mediante derivacion.

a.) /(x2 —1) dx.
3
b.) / (4x/3 — =+ V) dx.
c.) /(e% + sen2x) dx.
d) /(secze—i-tanesec 0) do.

e)/ 4 2 1 d
' X2+4  1—4x2 2_1) "

I _ A B
2-x2 V2—x 24x

2.2 Hallar tales que

4
/72_)62 dx
2.3 Hallar g(x), si g'(x) =3v/xy g(1) = 1.

1 1
2.4 Hallar h(z), si b (t) = 57 +y h(1) =m.

y usar esta igualdad para calcular

2.5 Calcular las siguientes integrales por el método de sustitucion:

a.) /xm dx.
b) / Vl\;;\/i i

o 1

d) /sen(a9+b) de.

. (Sugerencia: u = 1 —/x)

e.) /tan(29) de.
f.) / tanOsec’ O d0.

g.) /tanesec36 de.

sen
h. /7 do.
) v1+2cos0




i) / cot(ee?) dx.

j) /)cé‘z_1 dx

© [ e
Yo
m.) /xlnx

dt
n) /(1+t2)arctan(t)'

i) / arcsent |
V11—
0.) /(senx)ecosx dx.

) /mn’2 dt.

2.6 Resolver mediante integracion por partes:

a.) /xzezx dx.
b.) / x*Inx dx.
c.) /x”lnxdx.
d) /xarcsenxdx.
e.) /ln(x2 +1) dx.

f.) /xcos2 dx.

e*(asenbx — bcosbx)
a?+b?

g.) /eaxsenbxdx:

“(bsenbx + acosbx)
a’+b?

h.) /e‘”‘cosbx dr=°

2.7 Aplicar las férmulas de reduccidn, para resolver las siguientes integrales:

a.) /(4—x2)% dx.



b.) /7”” _
(1—|—x2 2
=) / 6x+5
3x—2
d) /5x 3x+2
d
e.) /m
3y—1
£) /y fy+1
g.)/ 2ax+b dx
NeEurrr
h.) /L.
V2ax+ 22
. X
& /m

.)/ x+3
Y Atax— 4x2

2.8 Calcular las integrales trigonométricas:

a.) /sen4 6 do.

b.) /sen xy/cosx dx.

c.) /sen3tdt.

d.) /tam2 Bsec’ 0 do.
e.) /\/ 1 —cosx dx.
f.) / sec*(2x) cos® (2x) dx.

g) /sen(Zx) cos(3x) dx.

2.9 Calcular las siguientes integrales por el método de fracciones parciales:

2) / dx
. Z-9

x+1
b.
) /x3+x2

37
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P g |
. ———dx.
c)/ 52 x
)/ 3x+2
B 4+2x24+x°
¢ /x3—x
)
X
f. Rdt = | —— dx.
)/ ! /a4—x4 x

2.10 Preguntas de comprobacion.

a.) (Qué entiende usted por primitiva de una funcién en un intervalo? Enuncie
algunos ejemplos.

b.) (Puede una funcién tener mas de una primitiva en un intervalo?;Cuéntas?
(Qué relacion hay entre ellas?,  Justifique se respuesta.

c.) ¢(Qué entiende usted por integral indefinida de una funcién en un intervalo?
(Puede la integral indefinida de una funcién en un intervalo representarse de
diversas formas?  Explique su respuesta.




3.1

LA INTEGRAL DEFINIDA

EL CONCEPTO DE AREA COMO FUNCION DE CONJUNTO

Cuando un matemadtico intenta desarrollar una teoria general que abarque muchos con-
ceptos distintos, procura aislar propiedades comunes que parecen ser fundamentales para
cada una de las aplicaciones particulares que considera. Utiliza entonces esas propieda-
des como piedras fundamentales de su teoria. Euclides sigui6 este método al desarrollar
la geometria elemental como un sistema deductivo basado en un conjunto axiomatico.
También hemos utilizado el mismo proceso de introduccién axiomatico del sistema de los
nimeros reales, y lo usaremos una vez mds en nuestra discusién del concepto de area.

Cuando asignamos un drea a una regién plana, asociamos un niimero, a un conjunto S
del plano. Desde el punto de vista puramente matematico, esto significa que se tiene una
funcién a (funcién drea) que significa que se tiene un nimero real a(S) (el drea de S) a
dada conjunto S de una cierta coleccién de conjuntos dada.

Una funcién de ésta naturaleza, cuyo dominio es una coleccién de conjuntos y cuyos
valores son nimeros reales, se llama funcién de conjunto. El problema bdsico es este:
Dado un conjunto plano S, ;qué drea a(S) asignamos a S?

El método para abordar este problema consiste en partir de ciertas propiedades que el drea
debiera tener y tomarlas como axiomas para el drea. Cualquier funcién de conjunto que
satisfaga esos axiomas se llamara funcién area.

¢Es necesario demostrar que existe una funcién drea '?

No intentaremos hacerlo. En cambio, suponemos la existencia de dicha funcién éarea y
deducimos nuevas propiedades a partir de los axiomas. Antes de establecer los axiomas
para el drea, haremos algunas observaciones acerca de los conjuntos del plano a los que
se les puede asignar drea a. Estos se llamardn conjuntos medibles; la coleccién de todos
los conjuntos medibles se designard por M. Los axiomas contienen la suficiente infor-
macién acerca de los conjuntos de M para permitirnos demostrar que todas las figuras
geométricas que aparecen en las aplicaciones usuales del célculo estdn en M y que sus
areas pueden calcularse por integracion.

"Una construccién elemental de una funcién 4rea se encuentra en los capitulos 14 y 22 de Edwin E. Moie,
Elementary Geometry from An advanced stand point, Adisson-Wesley publisting co., 1963.
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Uno de los axiomas (axioma 5) establece que todo rectdngulo es medible y que su drea
es el producto de las longitudes de sus lados. La palabra “rectdngulo” se usa qui para
referirse a cualquier conjunto congruente? a un conjunto de la forma

{(x,y)|0<x<h, 0<y<k}

Siendo & > 0y k > 0. Los nimeros / y k son las longitudes de los lados del rectangu-
lo.Consideremos un segmento o un punto como un caso particular de un rectdngulo supo-
niendo que 4 o k (0 ambos) son cero. A partir del rectingulo podemos construir conjuntos
mas complicados.

Figura 3.1

El conjunto dibujado en la figura anterior es la reunién de una coleccién finita de rectan-
gulos con sus bases en el eje x, y se llama region escalonada. Los axiomas implican que
cada region escalonada es medible y que su drea es la suma de las areas de los rectangulos
componentes.

La figuras Q es un ejemplo de un conjunto de ordena-
das. Su contorno superior es la grifica de una funcién
no negativa.

Figura 3.2

El axioma (3.1.1) nos permitird demostrar que muchos conjuntos de ordenadas son medi-
bles y que sus dreas pueden calcularse aproximando tales conjuntos por regiones escalo-
nadas interiores y exteriores (ver figuras Sy T).

(@ (b)

Figura 3.3

2La congruencia se usa aqui en el mismo sentido que la geometria euclidiana elemental. Dos conjuntos
son congruentes si sus puntos pueden ponerse en correspondencia uno a otro de modo que las distancias se
conserven. Esto es, si a dos puntos p y g en un conjunto corresponde p’ y ¢’; en el otro, la distancia de p a ¢
debe ser igual a la de p’ a ¢’; siendo esto cierto para un par p,q cualquiera.
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Supongamos que existe una clase M de conjuntos del plano medibles y una funcién de

conjunto a, cuyo dominio es M, con las propiedades siguientes:

Propiedades:

Propiedad de no negatividad: Para cada conjunto S de M, se tiene a(S) > 0.

Propiedad adictiva: Si Sy T pertenecen a M, también pertenecen a M, SUTy
SNT,y se tiene

a(SUT) =a(S)+a(T)—a(SNT)

Propiedad de diferencia: Si Sy T pertenecen a M siendo S C T, entonces T — S
estaen M,y se tiene

a(T —8) =a(T) —a(S)

Invarianza por congruencia: Siun conjunto S pertenece a M y T es congruente
a S, también T pertenece a M y tenemos

Eleccion de escala: Todo rectdngulo R pertenece a M, si los lados de R tienen
longitudes 4 y k, entonces
a(R) = hk

Propiedad de exhaucion: Sea Q un conjunto que puede encerrarse entre dos re-
giones Sy T, de modo que
SCQOCT.

Si existe uno y solo un ¢ que satisface las desigualdades
a(S) <c<a(T).

Para todas las regiones escalonadas S'y 7' que satisfacen (S C Q C T), en-
tonces Q es medible y a(Q) = c.

Observaciones:

(1) El axioma (3.1.1) establece que el drea de un conjunto plano medible es un
ndmero positivo o nulo.

(i1) El axioma (3.1.1) dice que cuando un conjunto estd formado por dos re-
giones (que pueden ser disjuntas), el drea de la reunién es la suma de las
areas de las dos partes menos el drea de su interseccién. En particular si
a(SNT) =0, entonces a(SUT) = a(S) +a(T).

(iii) El axioma (3.1.1) dice que si restamos un conjunto medible S de un conjun-
to medible 7 mayor, la parte restante 7 — S, es medible y su drea se obtiene
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por sustraccién, a(T —S) = a(T) — a(S). En particular se T = S, a(¢) = 0,
es decir el conjunto vacio es medible y tiene drea nula. Como

a(T —S8) >0, a(T)—a(S) > 0 entonces a(T) > a(S) (propiedad de mono-
tonia) para conjuntos Sy 7 en M tales que SC T.

(iv) El axioma (3.1.1) asigna areas iguales a los conjuntos que tienen el mismo

tamafio y la misma forma.

(v) El axioma (3.1.1) asigna 4rea no nula a ciertos rectdngulos.

(vi) Elaxioma (3.1.1) incorpora el método griego de exhaucién y nos permite ex-

tender la clase de conjuntos medibles de las regiones escalonadas a regiones
mds generales.

(vii) El axioma (3.1.1) asigna area cero al segmento de recta.

Tres problemas condujeron al concepto de integral definida, dos de fisica y uno geomé-

trico.

Calculo de la distancia por un punto material conocida su velocidad: Dada la funcién

V (¢): velocidad instantdnea de un punto material que se desplaza con movimiento
rectilineo. ;Cudl es la distancia recorrida por dicho punto en un intervalo de tiempo
desde el instante # = a hasta el instante f = b?

Supongamos que V (¢) es mayor que cero, para todo ¢ en el intervalo [a,b] y V()
continua en [a.b]. Dividimos el intervalo de tiempo [, b] en pequefios intervalos de
tiempo asi:

a=th<h<nhn<..<t,=b.

él . §2 ] éi E_ut

0 aztg tl [2 ti‘l t‘. tn-] bztn

Figura 3.4

Si la longitud de los subintervalos [f;_1,#;] es pequefia, en ellos la velocidad es
constante. Sea &; un cierto instante de tiempo correspondiente al i-€simo intervalo,
en este subintervalo V (§;) = V;. Luego la longitud de la trayectoria recorrida por el
punto material en el subintervalo es:

Vi(ti—ti—1).

Como esto se repite con cada subintervalo podemos calcular la distancia entre t = a
yt=>asi:
V(1 —t0) +V (&) (2 —t1) +...+ V(&) (ti —tim1) + -+ V(Ea) (tn — tn-1)
V(€A +AV (&)AL + ...+ V(&)ALi + -+ V(&) Aty

-

S~ Y V(E)AL. 3.1)

i=1
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Si los subintervalos son cada vez mds pequefios la aproximacién (3.1) se puede
escribir como:

= 1’ Z (E)At,.

Calculo del trabajo de una fuerza variable: Consideremos un punto material que se
mueve a lo largo de una linea recta ox bajo la accién de una fuerza F(x), la cual
depende continuamente de x y cuya direccién y sentido coincide con la direccién
del movimiento. ;Cudl es el trabajo realizado por la fuerza cuando su punto de
aplicacion se desplaza de la posicién x = a a la posicién x = b?

Dividimos el intervalo cerrado [a,b] en n subintervalos de la siguiente manera:

a=x) <X <X <..<x_1<x<...<x,=>b

Para Ax; = x; — x;—; pequeifio, la valoracién de la fuerza es pequeiia (pues F(x) es
continua). La fuerza en cada subintervalo en F (;), luego:

Wi = F(&i)Ax;

Es natural definir como valor exacto del trabajo

= lim ZF (&) Ax

|Ax; |—>0

Calculo del area de un trapecio curvilineo: El area del trapecio curvilineo es aproxi-
madamente la suma de las dreas de cada uno de los rectangulos:

¥ n
| A~ f(E)Ax;
f I | i=1
[ ] N /E Esa natural definir como valor exacto del
I | I PN .
I I I ! : area .
| | ! ! I
S A= lim Y FE)AG
aég x & X, & X X éi X X Enxy [Axi| =023

Observaciones:

(1) Independientemente del significado concreto de las magnitudes con que se
trabaja, el procedimiento aplicado es el mismo.

(i) Dada la velocidad obtuvimos el espacio recorrido.

(iii)) Dada una fuerza obtuvimos el trabajo.
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(iv) Obtuvimos el drea de un trapecio.

(v) El concepto de integral definida es uno de los mas importantes del calculo
integral.

(vi) Laintegral definida se definird como el limite de una suma y se interpretard
como la medida del drea de regiones encerradas en curvas.

3.1.2 SUMAS DE RIEMANN

Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado [a,b]. Dividamos el intervalo en n
partes, de la siguiente manera:

X0 = a, xl,x27x3,...,xn,1,xn:b
— - * v v +
xpoa % X2 X3 Xy oo Xn-; Xn
Figura 3.5

De esta manera obtenemos n-subintervalos con sus respectivas longitudes:
[‘x()?xl]ﬂ [xlaxﬂ’ [xz,X3], ldots [xnflvxn]

Axy =x1—x0, Mg =xp — X1, A3 =X3— X2, ...y ANy = Xy — Xp—1

El simbolo A, 1éase “delta”. Ahora, en cada subintervalo elijamos un punto que se desig-
nard respectivamente como ci, ¢, ..., ¢, cuyo valor respectivo de la funcién es f(c;),
f(ca), ..., f(cn). Lo anterior se puede representar graficamente asf:

Figura 3.6

Observacion: En la grifica se ha tomado f > 0. Sin embargo se puede considerar f < 0.
A continuacion formamos la suma:

S = fle1)Axt + f(e2)Axr + ...+ flen)Axy = Y, f(ck)Ax

llamada la “suma de Riemann”.
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Observaciones:

(1) EI matematico aleméan Geerg Friedrich Bernhard Riemann es a quien debe-
mos la definicién de integral definida.

(i1) La expresion de la derecha es una abreviacion de la suma de Riemann y
corresponde a la “notacion sigma” vista en cursos anteriores.

(iii) La suma de Riemann depende del modo de dividir el intervalo [a,b] en
subintervalos [x;—_1,x] y de la eleccién de los puntos g, k =1,2,...,n en
cada uno de los subintervalos. ¢; puede ser: uno de los extremos del subin-

[xk—l ,Xk]

tervalo [xg_1,x¢], 0 el punto medio , 6 cualquier punto extremo.

(iv) En adelante, Ax es la mayor longitud entre Ax;,Axy, ..., etc.
(v) Note que Ax — 0 si y solo sin — oo,

(vi) Si f es una funcién continua y f > 0 en [a,b], la suma de Riemann
n
Su= Y fle)hxe = fler)Axy + f(e2)Axa + ...+ f(ca) Ax,
k=1

corresponde con la suma de las dreas de los rectdngulos de base Ax; y altura
f(ck), tal como lo ilustra la gréfica (3.7):

f(x) /

| |
/ d /I /7Al'ea =f(cn) A%,

AX =Xn-X 1

>

X
=b

=
|
Q
O
=
Ay
3t
S+
@-___._
&

Figura 3.7
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Ejemplo 3.1
D [

Hallar la suma de Riemann para la funcién f(x) = x* en el intervalo [0, &].

Solucién: Dividimos el intervalo [0, 5] en n-subintervalos de longitudes iguales, la
cual esta dada por

b—0 b
Ax = =—.
n n
Donde
X0 = 0
b
X1 = =
n
2b
X2 = —
n
3b
X3 = —
n
n—1)b
M (n—1)
n
b
Ty = n—:b.
n

y los puntos medios de cada subintervalo son:

_0+2 p R
A= 3 Ta 8T 5 T
e 2 20 2 (=lbymb 0 1)b
Crn = =
n o n 2n n ) m
En particular, para cualquier k = 1,2,3,...,(n—1),n se tiene que
(2k—1)b
= ——.
k 2n
Teniendo en cuenta todo lo anterior, la suma de Riemann es:
Sn = fler)Axr+ f(c2)Axz + f(c3)Axz + -+ f(cn) Axy
b N 32p? N 52p° N (2n—1)%p3
o 4nd T 4n3 i3 4n3

3
= b—[1+32+52+...+(2n71)2]

4n3
P [n2n-1)(2n+1)
T4 3
_ ﬁ 4n3 —n
T 4n3 3
b3 b3
T3 122

La representacidon geométrica se muestra a continuacion:
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f(x) / S0 =x

Figura 3.8: Representacion geométrica

Observaciones:

»¥op

@ S, = ];If(ck)Axk = 3T 1

(ii) Para obtener Sn se ha usado la férmula
i(zk— P 2424524 (2no1)2 = M2 D@+
2 )
k=1

Otras formulas son:

n(n+1)
2 )

14+2434+...4+n= (Progresion aritmética)

M=
>
Il

»
I

c+c+c+...+c=nc, c:(Constante

(agE
a
Il

—

n(n+1)2n+1)

12422432+ +n2= =

= =
Y,
|

-
Il
i

(iii) Como f(x) = x* para todo x en [0,b], la suma Sn es la suma de las 4reas
de los rectdangulos que tienen como base el segmento [x;_1,x;] de longitud
b .
Axy = xp — x—1 = —, y por altura f(c;) = c,%. Su gréfica se observa a conti-
n
nuacion.

fx) / f)=x*
C;(Z ______
/i
/ I
|
L X
Xkl G Xy

Figura 3.9
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El 4rea del rectdngulo de la figura es igual a f(cy)Axy, es una aproximacién del drea de la
regidn bajo la grafica de f, por encima de x, y comprendida entre x;_1 y Xi.
n b3 b3
En consecuencia la suma de Riemann S, = Z flex) Ay = ERRRTT no es mas que una
k=1
aproximacién del drea de la regién comprendida entre la curva f(x) = x?, el eje x, y entre
0y b, como lo ilustra la siguiente figura.

f(x)

Jx)=x*

Area

Figura 3.10

Notese que si Ax se hace cada vez mds pequefio, n se hace cada vez mayor, la aproxima-
cion Sn del drea de la region bajo la curva, es cada vez mejor, pues un rectdngulo de base
menor, se aproxima mds al drea bajo la curva que un rectdngulo de base mayor, ver la

siguiente figura:
f(x) / J)=x
(L
I 1

Figura 3.11

Todo el andlisis anterior es el que justifica definir el drea de la region comprendida entre
la curva f(x) = x2, el eje x y entre 0 y b de la siguiente forma:

n
A = i Ax
rea A;ggo];f(q) ¢
»¥ P b
= lim|=—— — | =—.
nﬁi[3 12n2] 3



Ejemplo 3.2

Reproducir el ejemplo anterior, pero esta vez tomando los ¢ diferentes del pun-
to medio de los subintervalos. Por ejemplo, se puede elegir ¢y como uno de los
extremos del intervalo [x;_p,xy].

Sugerencia: Unos estudiantes tomen ¢y = cx— y otros ¢ = xi. Luego confronten
los resultados entres si y con el resultado del ejemplo (3.1). (Ejercicio).

Ejemplo 3.3

Calcular mediante el limite de una suma de Riemann el drea de la regién compren-
dida entre las rectas f(x) = mx, x = a, x = b, y = 0. Tomar m > 0. ;Qué pasa si
m < 0? (Ejercicio)

Ejemplo 3.4
/

Hacer lo mismo que en el ejemplo (3.3), pero en este caso la regién estd compren-
dida entre las graficasde y =0,y =0,x=0yx=a.

3.2 DEFINICION DE LA INTEGRAL DEFINIDA

n
Sea f una funcién definida en el intervalo [a,b] y S, = Z f(ck)Axg una suma de Riemann
k=1

de fen [a,b]. Si el limite de la suma de Riemann existe cuando Ax — 0, decimos que f es
integrable en el intervalo [a, b] y al limite lo llamamos integral definida de f en el intervalo

[a,b] y lo denominamos asi:

b
A@O; fler)Axy = / f(x)dx (3.2)

Los nimeros a y b se llaman respectivamente, limite inferior y limite superior de la inte-
gral. El intervalo [a, b] se llama intervalo de integracién. La funcién f se llama integrando

y la variable x, variable de integracion.

Observaciones:

(1) La integral definida es un nimero, el cual depende solo del integrando y de
los limites de integracion, pero no depende de la variable de integracién.
Algunos autores a la variable de integracion la llaman “variable muda”. Por
esta razén se puede escribir
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(ii)

(iii)

Para la definicion de la integral definida no se ha condicionado que el inte-

grando f tome valores positivos o negativos en el intervalo de integracion,
b

sin-embargo, si f > 0, para todo x en [a, b], la integral / S (x)dx serd numé-
a

ricamente igual a la medida del drea A de la regi6n curvilinea comprendida
entre la gréfica de f, el eje x y las rectas verticales x = a, y x = b como lo
ilustra la figura:

El célculo directo de integrales definidas mediante la definicién, presenta
serias dificultades por los célculos laboriosos que hay que realizar, atin con
integrales simples como f(x) = mx y f(x) = x*. Sin-embargo no debemos
preocuparnos mucho, pues Newton (1642-1729) y Laibniz (1646-1717) des-
cubrieron una férmula que facilita el cdlculo de ciertas integrales definidas
mediante una primitiva F del integrando f.

Formula de Newton-Leibniz:

b
Figura 3.12: A = /f(x) dx
a

3.3 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Teorema 3.1

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces es integrable
en [a,b].

Observaciones:

Al definir la integral definida asumimos que a < b, sin embargo, se puede deducir
de la definicién que:
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b a
1. /f(x)dx:—/f(x)dx,enelcasoenqueb<a.
a b
Ax:b—a:—(a—b)
n n

a
2. /f(x) dx =0, pues Ax =0.
a

Teorema 3.2

Dados tres nimeros cualesquiera a, by ¢ son a < b < ¢ se verifica que:

/bf(X) dx:jf(X) der/bf(x) dx. (3.4)

Siempre que las integrales existan.

Teorema 3.3

Si f y g son funciones integrables en [a,b] y k una constante, entonces:

b b
/ kf(x) dx= k/ f(x) dx. (3.5)

/ab[f(x)ﬂ:g(x)] dx = /abf(x) dxj:/abg(x) dx (3.6)

Teorema 3.4

Si f y g son funciones integrables en [a,b] y f < g para todo x en [a, b], entonces

/ " fx) dx < [ st ax (3.7)

Teorema 3.5 (Teorema fundamental del calculo)

Si f es continua en [a,b] y F es una primitiva de f en [a,b], entonces:

+c=F(b)—F(a). (3.3)
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Ejemplo 3.5

Calcular las siguientes integrales utilizando los teoremas conocidos y realizar in-
terpretacion grafica de cada una.

b

b 1 1

1./x2dx:fx3+c = -
a 3 . 3
b b 21k

2. / mxdx:m/ xdx=m> :T[bzfaz].
a a 2|, 2
a a

3./bdx:b/ dx=>b-a.
0 0
0 D

4./x2dx:—/ :f§.
2 0 3
b 0 b 310 315 43 3

5./x2dx:/x2dx+/ Rdi="1 +x— L
a a 0 3 @ 3 0 3 3
3 3 3 3 37

6. / (3x2—x—|—2)dx:3/ xzdx—/ xdx+2/ dx= .
2 2 2 2 2
b K1 b 1 » .

7. " dx = = —— | —d" i 1.

/ax X 1) n+1[ a ],S1n7é

2 1 f

8. / —dx=2(vV2-1).
[ ar=2v2-1)
T T

9. / cos0 d6 =senB| =0.
0 0
x X

10./etdt:et = —1.
0 0

Notese que el limite superior es una variable y la funcién resultante es una
funcién de este limite.

En el ejemplo (3.3), el nimero (10), lo podemos generalizar de la siguiente manera:

Si F es una funcién primitiva de f en el intervalo [a, b], entonces

[ rwya=ra)

= F(x)—F(a)

para todo x en [a, b]. Derivando los dos miembros de la igualdad anterior obtenemos que:

d

Lrw-rl = 2| [ a). Fw-r0,

Luego, la integral de f(¢) con limite superior variable es una primitiva de f.
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Corolario 3.1

Del teorema fundamental del calculo: Sea f una funcién continua en [a,b]. Si
X
glx)= / f(t)dt para todo x en [a,b], entonces g’ (x) = f(x).
a

Por el teorema (3.1) y el corolario (3.1) podemos concluir que toda funcién continua en
[a,b] que toda funcién continua f tiene primitiva. Interprete geométricamente el corolario
(3.1), cuando f > 0 en el intervalo [a, b].

Ejemplo 3.6
/
Derivar cada funcion:

X X
1. SiF(x) = / Int dt, entonces F'(x) = Inx. La integral / Int dt es una pri-
1 1

mitiva de Inx.

d 0 d [*
de[/ \/1+t4dt}=—dx/ V1+trdt = —/ 1414
X 0

3.3.1 INTEGRACION POR SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE

Supongamos que queremos calcular la integral

b
LfMM#@M&

donde f, g y g son funciones continuas en el intervalo [a,b], si hacemos el cambio de
variable u = g(x), entonces du = g'(x)dx y teniendo en cuenta que si x = a, entonces
u=g(u) y six = b entonces u = g(b). Por lo anterior, obtenemos la siguiente férmula de
integracion:

b g
| #letlg' @) dx= [ flu) du=Flg(®)] - Flg(a)) (39)
a 8(

Ejemplo 3.7

Calcular las siguientes integrales definidas por sustitucién o cambio de variable.

| /1 xdx
“Jo V1+a2
Solucion: Haciendo el siguiente cambio de variable tenemos que:

u=14+x> Six=0,—-u=1
du=2xdx Six=1,—-u=2

1 /2 du
= [ Z=Z=v2-1
2/1\/3 V2
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Notese que:

1 xdx u=1+x2 1 [ u 5
0 ,/1+x2_[du:2xdx _E/E_ﬁ—i_c_ 1+x%+c=F(x).

Aplicando la férmula de Newton-Leibniz, obtenemos:

1 1
/ xdx ) P
0

= =21
V1+x2 0

; /' dx
JE VT
Solucién: Haciendo el siguiente cambio de variable tenemos que:

x =sen0 Six:§7_>e:%
0 = arcsenx dx = cos0 do Six=1,-6=1

7 cosOdd
T /1—sen?0

%
_ / d6—0
z

1 1
3. / senxcos”x dx = 3 (Ejercicio).
0

n
2
b
4
! T
4. / dx = 5 (Ejercicio). Interprete geométricamente el resultado.
~1

3.3.2 FORMULA DE INTEGRACION POR PARTES

b
/ udv=uy
a

donde u, v, ' y V' son funciones continuas en el intervalo [a,b].

b

b
f/ vdu, (3.10)

a

Ejemplo 3.8
/

Calcular las siguientes integrales definidas aplicando la férmula de integracién por
partes.

T
2
1. / xcosx dx.
0

Solucién: Haciendo el siguiente cambio de variable tenemos que:

n

—/jsenxdx:n—l.
0

T
2

u=x dv=cosxdx
du = dx Vy = senx

:| = Xxsenx
0
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Ahora:
3 U = COSX dv = xdx x2 2 1 (3% 2
/ xcosxdx= 2 | = —=—cosx —1—7/ x“senxdx
0 du= —senxdx v="7% 2 o 2Jo
iExplicar!

1 2
2. / xe " dx = — (Ejercicio).
-1 e

3. El 4rea de la regién limitada por la curva y = xe™, el eje x y las rectas x =0,
yx=1.

1
4. / arcsen® d6 = g — 1. (Ejercicio).
0
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3.4 EJERCICIOS

—| Ejercicios 3.1

Y dt dz d
3.1 Seaz= / —, 1 <x <y.Hallar ad y had (y no depende de x).
x Int dy ~ dx

3.2 Hallar las derivadas de cada una de las funciones:

a) F(x)= /Ox V 1+ dr.

b) F(x) = /llntdt.

3.3 Calcular las integrales dadas, utilizando la férmula de Newton-Leibniz.

b
a.) / x 2 dx Imponga condiciones paraay b.

3.4 Para resolver los siguientes ejercicios hay que tener en cuenta el teorema
fundamental del célculo, las propiedades fundamentales de la integral y los
métodos de integracion por sustitucion y por partes. Revise estos temas y analice
en su mente antes de proceder a resolverlos.
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3.5 Sea f una funcién integrable en el intervalo [a,b] y sean m y M sus valores
minimo y mdximo respectivamente en [a,b]. Demostrar que:

b
lo—c) = /f(x) dx < M(b—a).
a
Suponga que f > 0 para todo x en [a,b] e interprete la desigualdad anterior geo-

métricamente.

3.6 Justifique las siguientes propiedades de la integral definida:
a a
a.) Si f es una funcién par, /f(x) dx= Z/f(x) dx.
—a 0

a
b.) Si f es una funcién impar, / f(x)dx = 0 e interprete geométricamente.

—a




APLICACIONES DE LA IN-
TEGRAL DEFINIDA

4.1 AREA DE UNA FUNCION ENTRE DOS CURVAS

En el capitulo anterior vimos la estrecha relacion que existe entre la integral de Riemann
y el drea de la regién R comprendida entre una funcién f, el eje x y las rectas x =a y
x = b. De la figura obtenemos que:

b
A(R) = lim [Z f(&i)(xz'—xz‘l)] :/f(x) dx (4.1)
n=1 p
f(x) f
/fﬁ‘.‘-u/./
| | 11 | 1 |
1 | [ | 1 |
I | [ | | |
. P T B x
a X & X b
Figura 4.1

Trataremos ahora de calcular el drea comprendida entre las curvas f, g y dos rectas x = a,
x = b. Dada la figura:

) (be.f(b)) ,
(a:.f(a)) e,
—r _ | -

Figura 4.2
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Sean fy g funciones continuas en el intervalo [a,b] y f > g para todo x en [a,b]. Consi-
deremos el drea comprendida entre las funciones f, g y las rectas x = a 'y x = b. Tomamos
una particién en el intervalo [a,b], a = xp < x; < ... < x, = b de tal manera que el drea
quede dividida en franjas.

X, =4 X1 éi Xi g
L —
(€18(c))

Figura 4.3

El area del i-esimo rectdngulo es aproximadamente

AA; = [f(&i) — g(&)]Ax;,

de tal manera que el drea total quedard aproximada por

A Y AA=lim Y [7(5) (5] Axe @2)
n=1 n=1

A medida que los subintervalos de la particion se hacen més pequefios, la sumatoria tiende
hacia el drea real y entonces tenemos que

A=1im Y [F(E) - g(&)] Ax. 43)

Las sumas anteriores no son mds que las sumas de Riemann para la integral de la funcién
[f(x) —g(x)], es decir que

b
A= [1r(x) - g ax. (4.4)

Observaciones:

(i) En lugar de bosquejar todos los rectdngulos de la particion, se usa un solo
rectdngulo llamado Rectdngulo representativo.

(i1) Si tomamos un rectdngulo vertical (de anchura Ax) debemos integrar res-
pecto a x, y si tomamos un rectdngulo horizontal (de anchura Ay) debemos
integrar respecto a y.

(iii) Hemos demostrado el siguiente teorema:
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Teorema 4.1 (Area de una region entre dos curvas)

Si f y g son funciones continuas en [a,b] y f > g en el intervalo [a, b], entonces
el 4rea de la regién comprendida entre las gréficas de f' y g y las rectas verticales
x=ayx=hbes:

Ejemplo 4.1
)

Hallar el area de la regién comprendida por las graficas de las funciones
f(x) =x* 41, g(x) = —x, x = =2 y x = 1. La gréfica de la regién se muestra al
final del ejemplo (Figura 4.4).

Solucion: Como se muestra en la figura (4.4), f > g para todo x en [—2, 1]. El 4rea
de un rectangulo representativo es:

AA = [f(x) —g(x)] Ax = [(® + 1) — (—7)].

Aplicando el teorema (4.1) tenemos que:

1 1 1

A:/[f(x)—g(x)] dx:/[(x2+1)—(—x2)] dx:/(2x2+l)dx:9.

-2 -2 -2
y
J(x)=x’>+1
3 7
z By
AP s e I
// ///;//'// 1 2+ 1)-(-¢)
s s 7, ,// 1
7 ~ 7 X
_2/// . 2
s
/s
x=1
/ J(x)=-x
x=2

Figura 4.4
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Observaciones:

(i) El resultado del teorema (4.1) no depende de las posiciones relativas de f y g con
respecto a x. Lo unico que se debe tener en cuenta es que la funcién de “arriba” se
le resta la funcién de “abajo”. Sin embargo si se toman al contrario, se obtendria un
valor negativo, el cual es igual en valor absoluto al 4rea solicitada.

En el ejemplo (4.1), si se tomaran las funciones en forma contraria tendriamos que

1
/[(—xz)—(xz—l—l)] dx=—9, yel A=|-9/=09.
)

(ii) En algunos textos, para hallar el drea comprendida entre f y g continuas en [a,b] y
las rectas x = a y x = b se utiliza la expresion:

b

A= [1700) - g .

a
sin tener en cuenta la condicién de que f esté por “encima” de g.

(iii) Si g(x) =0, tenemos la grafica

y
/W
I,// /////
.- - - -1
- // -
1- // - |
- -
1 s 7~ -1
s 7~ <
I -~ - < =
L X
a b
Figura 4.5

b b
En este caso tenemos que A = /(f(x) —0)dx= /f(x) dx. Si f(x) =0, la gréfica
a

a

€s
a b
X
I 7 7 7 7 1
'//////I
s s oo 7
l'////’/’l
7
r’///, vl
l,////j
v 7 77 0 g
/‘”\/,//—‘_:J/

Figura 4.6
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b b
yeldreaes A = /(O—g(x))dx= —/g(x) dx.

(iv) En el caso en que las gréficas se corten y se desee calcular el drea entre ellas, los
limites a y b se deben calcular.

Ejemplo 4.2
‘ /
Calcular el rea limitada por las graficas de las funciones f(x) =4 — x>y
g(x) =1 —2x. Los puntos de interseccién se obtienen igualando las ecuaciones
4—x*=1-2x —(x*-2x-3)=0 (x=3)(x+1)=0

Entonces las gréficas se cortan cuando x =3 y x = —1. También f(3) = g(3) = -5
y f(—1) = g(—1) = 3, luego los puntos de interseccién son (3,—5) y (—1,3). Un
rectangulo representativo tiene por area

3
32

A:/[(4—x2)—(1 —20)]dx = =

=1l

-
H
:
F-xP)—(1-2x0)
i

e

Figura 4.7: Area entre las funciones

Consideremos el caso cuando las curvas se cortan en mds de dos puntos.

Ejemplo 4.3
D

3

Hallar el drea de la regién acotada por las gréficas de las funciones f(x) = % y
flx)=2x.

3
Solucién: Los puntos de corte se obtienen cuando — = 2x, X =4x, 6

x(x—2)(x+2) = 0. Entonces las graficas se cortan cuando x =0, x =2y x = —2
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luego f(—2) =g(—2) = —4; f(0) =g(0) =0y f(2) = g(2) =4 y los puntos de
interseccién son (—2,4); (0,0) y 2,4.

En la figura (4.8) podemos ver que f > g en el intervalo [—2,0] y g > f en el
intervalo [0,2], luego necesitamos dos integrales a saber:

0 2
A= /2 [F(x) —g)ldx Ay = 0/ () — £(x)]dx

La suma nos dard A = A; +Aj;. O sea que
0 2 D) 2
A:/<2—2x) dx+/<2x—2> dx=2+2=4.
-2 0

Z(x)=2x

2.9

-2

A1 7
— = _2 -
A A
- -3 -
2.-4 4
J(x)=x3/2

Figura 4.8: La gréfica ilustra la situacién

Ejemplo 4.4
‘ v
4x+22
Hallar el drea acotada o las gréficas de las funciones f(x) = x> —2, g(x) = x—;—
—5x—11
hix) =
y h(x) 5

Solucién: Hallaremos los puntos de interseccion entre f y g es decir

4x 42
Bo2= x5+ . 0 565 —4xr—32=0, o (x—2)(5x>+10x+16)=0,
dedondex=2y f(2) =g(2) =6, el punto es (2,6). Si igualamos f y g obtenemos
—5x—11
x3—2:% 23 +5x4+7=0 o (x+1)2P%-2x+7)=0

de donde x = —1 y f(—1) = h(—1) = —3 es decir que se cortan en el punto
(—1,-3).



4x+22  —5x—11
a 2

Finalmente igualamos i y g,

, de donde x = —3 anula la ex-

presién y g(—3) = h(—3) =2 6 sea que g y & se cortan en el punto (—3,2). La

gréfica de funcién se muestra al final del ejemplo (Ver figura 4.9).

» SO)=(4x+22)/5

6 2.6)

h()=(-5x-11)/2 ,
Ay e
Ady7 sy ’

-3.2)

Figura 4.9: Area entre las funciones

El 4rea total es A = A| +A;. Para A| tenemos que

A = [g(x) — h(x)]Ax = K:JH— 252) - (25x— 1;)} Ax,

wl63)-Ge3))-%

-3

entonces

Para A, tenemos que

es decir que

luego
B 41126l

A=A +A = — = =
1+Ap 5+2 n 3

En ciertas ocasiones es conveniente usar rectingulos verticales e integrar respecta a y, es

decir que

»
A= / (Cara derecha-Cara izquierda) dy

1 En variable y



66

Ejemplo 4.5
D [

Hallar el 4drea de la regién acotada por las grificas de las ecuaciones y> = x + 1,
2
y=2x—2.

2

Las ecuaciones se pueden escribir como f(y) =y> — 1y g(y) = L cuyas gra-

ficas generan el drea buscada (la gréfica se puede observar al final del ejemplo).

Los puntos de corte se hallan haciendo

Y +2
2

f=g o yY-1= (y-2)(y+2)=0,

es decir que y = £2, de donde f(2) = g(2) =3y f(—2) = g(—2) = 3, de esta
manera los puntos de corte son (3,2) y (3,—2).

Entonces

AA = [g(y) — f(y)]Ay = Kﬁ;z) - (- 1)} Ay
A:/2 Kﬁ;z) —(y2—1)] dy:_/lz {—;y2+2} dyz%ﬁ—FZy‘z_l:?.

g0)=(r"+2)/2

(3.2)

(3.-2)

Figura 4.10: Area entre las funciones

4.2 APLICACIONES A LA FiSICA

Algunos conceptos fisicos variables como aceleracion, velocidad, trabajo, presion y can-
tidad de masa se pueden definir con base en la integral.
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POSICION Y VELOCIDAD

Si un objeto se mueve con una aceleracién a(f) en un tempo #, entonces V(1) = / a(r) dt,

x(t) = /V(t) dt donde V (t) es la velocidad en un tiempo ¢ y x(¢) es la posicién en un

tiempo ¢.

Ejemplo 4.6
/

En ¢t = 0, un automévil lleva una velocidad de 30km/h. Si el automévil mantiene
una aceleracion constante de 6km/ K2, calcular:

(@) V() = /a(t) dt = /6dt = 61 + ¢. Ahora Vy = 6(0) + ¢ = 30, entonces
¢ =30 1luego V(¢) = 61 + 30.

(b.) Como V() = 6t + 30, entonces V (2) = 42km/h.

(c) x = /V(t) dt = /(6t+30) dt = 31> + 30 + ¢ y como
x(0) = 3(0)2 +30(0) +c, entonces ¢ = 0y x(¢) = 3¢> +30t.

(d.) Entrez =1yt =2 ladistancia recorrida es x(2) —x(1) = 35 km.

4.2.2 TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA

El trabajo realizado por un objeto que se mueve a lo largo de una linea recta por accién
de una fuerza variable entre los puntos x; y x, estd dado por

x)
W= / F(x) dx, 4.5)

donde W es el trabajo y F(x) es la fuerza en funcién de x. Un caso especial de fuerza
variables es la fuerza eldstica, que es la fuerza necesaria para estirar o comprimir un
resorte x unidades a partir de su longitud original y esta dada por F(x) = kx, donde k es la
constante del resorte.

Ejemplo 4.7

Para estirar un resorte de su magnitud natural de 10cm a 30cm, se necesita una
fuerza de 10kg.

(a.) Encuentre el trabajo realizado al estirar el resorte 10cm a 40cm.

(b.) Encuentre el trabajo realizado al estirar el resorte de una longitud de 20cm a
50cm. Dada la recta coordenada:

Solucién:
(a.) De acuerdo a los datos F(x) = 10kg cuando x = 30cm — 10cm = 20cm como

10 1 1
F(x) = kx, F(20) = k(20) = 10 entonces k = 05" luego F(x) = > Para

el caso el resorte se ha estirado una distancia x, = 40 — 10 = 30cm. Partiendo
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de x; = 0, entonces el trabajo realizado al estirar el resorte es

30
W—/l d —x2‘30—900k y
—0 2x .x—40— ngm.

(b.) En esta caso los limites de integracién son:

x1 = 20cm—10cm = 10cm
x2 = 50cm—10cm = 40cm
X2 401 xz 40
w = /F(x)dx:/fxdx:— = 375 kgr/cm.
2 410
X1 10

4.2.3 CENTROIDE DE UNA LAMINA PLANA

Sea la region plana acotada por las funciones fy g, x =x; yxysi f > gena,b]ypesla
densidad de la regién, entonces

(a.) Los momentos respecto a los ejes x € y son:

me = 8 [[£w -] dx
My = p [xIf(v)—g(x))dx

(b.) El centro de masa (%,7) (centroide) esta dado por:

M M.
x= 72y y= il donde
m m
X
m=p /[f(x) —g(x)] dx esla masa de la ldmina.

X1



4.3 EJERCICIOS

—| Ejercicios 4.1

4.1 Use la integral definida para calcular el area de los tridngulos de vertices
dados:

a~) (1,2), (—2, 1)’ (07_2)'
b.) (3,4), (1,2), (—1,5).

4.2 En cada ejercicio dibuje la region acotada por las graficas de las funciones
dadas, muestre un rectangulo representativo horizontal o vertical y encuentre el
area de la region.

2) f(x)zxiz,yzo,xzzt.

b) Y =x—1,x+y="1.

¢) f(x) =sen(2x),0 < x < g

d) f(x)=x+5x—6, g(x) = 6x—6.

4.3 Las gréficas de f(x) = X3 y g(x) = x se cortan en tres puntos. Explique por
qué el drea de la regién comprendida entre ellas no puede calcularse mediante la

integral
1

/(x% —x) dx.

Use simetrias para calcular el drea mediante una sola integral.

4.4 La velocidad de una pelota ¢ segundos después de haber sido lanzada es 60 —
10tm/seg. (Cudl es la posicion en el tiempo ¢ = 4seg, si su posicion es 20m en
t=0.

60t

2+1
de la estacion. ;Qué distancia ha recorrido después de 4 horas de haber salido de
la estacion?

4.5 Un tren se desplaza a razén de km/h, después de t horas de haber salido

4.6 Un resorte tiene una longitud natural de 15¢m. Se requiere una fuerza de 20kg
para comprimir el resorte hasta 10cm.; Cudnto trabajo se hace para estirar el resorte
hasta 30cm?

4.7 Hallar el centroide de la regién limitada por las graficasde y = (x—1)%,y =0
yx=0.
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