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de la Universidad Pedagégica Nacional (UPN). Profesor asociado tiempo
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Magnetismo, e Historia de la Fisica. Actualmente dicta: Métodos matemdticos
para la Fisica, Electrodindmica y Fisica Moderna. Ha depositado sus 34 afios
de carrera docente para escribir esta serie de 3 libros:

Elementos de electrodindmica (Notas de clase)
Sistemas coordenados curvilineos ortogonales (Notas de clase)
Métodos matemdticos para la fisica: Elementos de andlisis vectorial
(Notas de clase)



Presentacion

“Hay quien dice que las teorias de James Clerk Maxwell se encuentran
entre las mas bellas de la historia de la ciencia. Puede que simplemente
sea por la forma que eligi6é para explicarlas, quizds por la trascendencia
que demostraron tener para el desarrollo de la ciencia fisica posterior o,
sobre todo, por que sirvieron de inspiracién a nada mds y nada menos
que a las ideas de Albert Einstein sobre la relatividad.

Pero, probablemente, la belleza de las aportaciones de este hombre pe-
gado a sus creencias resida en el mismisimo objeto de sus investigaciones:
la naturaleza intima de la luz. Maxwell descubri6é que la radiacién lumi-
nosa es una onda y pertenece al espectro electromagnético. Nada mas y
nada menos”. (Alcalde, Jorge. Arquimedes, el del teorema).

Ese es, precisamente, el espiritu de estas notas de clase: mostrar la
belleza y la potencia de las cuatro ecuaciones o leyes de Maxwell. Es muy
comdn que, en los cursos de electromagnetismo o electrodindmica, se
muestre al estudiante las leyes de Maxwell e incluso se las haga trabajar
con ejercicios y, después pasar a una nueva tematica sin sefialar para nada
su conexion con ellas. jEspero haber cumplido en muy buena parte con
ese objetivo!

Para su elaboracion se escogio6 el lenguaje vectorial, pues es el que per-
mite reflejar plenamente la potencia y la belleza de la teoria; para escribir
las notas de clase he realizado el ejercicio de considerarme hablandole
a mis estudiantes en el salén de clase, y asi conseguir un lenguaje que
me permita un buen acercamiento con el estudiante o con quien llegue
a utilizar estas notas; los ejemplos se han desarrollado de forma lo més



minuciosamente posible con el fin de ayudar a su comprensién, acom-
pafidndolos de ilustraciones apropiadas y en su mayoria realizadas por el
autor, y, por ultimo debo decir que, se suministra una amplia bibliografia
pues, siempre he considerado el texto (en fisico o electrénico) como la
herramienta fundamental en el aprendizaje.

Estas notas de clase tituladas Elementos de electrodindmica, com-
plementadas por las también notas de clase Sistemas coordenados cur-
vilineos ortogonales, son el producto de mi ejercicio docente en el espa-
cio académico de Electrodindmica de la Licenciatura en Matemaéticas y
Fisica de la Universidad de la Amazonia, durante varios afios. El espa-
cio académico de Electrodindmica, nace de una necesidad surgida de las
diferentes reestructuraciones realizadas al plan de estudio de la licencia-
tura, muchas de ellas con el objetivo de obtener el registro calificado de
alta calidad.

También he sido durante varios afios el titular de los espacios académi-
cos de Métodos Matemaéticos para la Fisica y Fisica Moderna. Sin embar-
go, el espacio académico que més evolucioné con las reformas curricu-
lares fue el de Métodos Matematicos para la fisica, evolucién que aun
no comprendo en su totalidad pero que me sigue preocupando, pues lo
dimensiono como una evolucién, no muy positiva, en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las Matematicas y de la Fisica, asi como en
el interés hacia su estudio. Hace treinta y tres afios, a mi llegada a la
Universidad de la Amazonia (aunque no llegué como titular del espacio
académico en mencién), el programa oficial del espacio académico Méto-
dos Matematicos para la Fisica comprendia temas de andlisis vectorial
(suma, productos, derivacién e integracién vectorial), sistemas coordena-
dos y operadores, dlgebra lineal (espacios vectoriales, Matrices, proble-
mas de valores propios), ecuaciones diferenciales de la fisica (Hermite,
Legendre, Laguerre) y algunas funciones especiales.

Hoy dia, el programa oficial del espacio académico mencionado com-
prende la parte de anadlisis vectorial, excluyendo la integraciéon vectorial.
En una de las reestructuraciones al plan de estudios de la licenciatura
(desafortunadamente no recuerdo el afio) se dio la posibilidad de intro-
ducir un nuevo espacio en el drea de fisica; el drea propuso, entonces,
la introduccién del espacio académico de Electrodindmica, como com-



plemento y profundizacién del espacio académico de electromagnetismo,
pero fundamentalmente para rescatar tematicas que habian desaparecido
de los Métodos Matemaéticos para la fisica. Asi, los sistemas coordena-
dos, operadores y la integracion vectorial pasaron a ser parte del espacio
académico de electrodindmica; las ecuaciones diferenciales pasaron a ser
parte del espacio académico de Fisica Moderna, las matrices y el pro-
blema de valores propios quedaron en el espacio original, por lo menos
como tema de consulta.

Es cierto que en todo cambio existen circunstancias y hechos que lo
podrian explicar o, por lo menos, atenuar. En el caso que se esta con-
siderando se puede sefialar algunas como, el aumento en la poblacién
estudiantil, con el transcurso del tiempo se pasé de siete (7) u ocho (8) a
veinte (20) o treinta (30) estudiantes; la edad de los estudiantes, quienes
estdn ingresando cada vez mads jovenes a la universidad; en cada reforma
los espacios académicos deben responder a las politicas institucionales y
a los fundamentos didécticos y pedagoégicos adoptados en el momento; y,
algo muy importante, los avances tecnolégicos representados, fundamen-
talmente, en los software etc.

Es cierto que en mi época de estudiante dentro de mi maleta debia via-
jar todos los dias la tabla de logaritmo de Brufio, y si por cualquier razén
se olvidaba la tabla, debia tener en la memoria los logaritmos de 2 y 3, por
lo menos. Bueno eso fue superado con la aparicién de las calculadoras,
pero la definicion y las propiedades de los logaritmos, por ejemplo, no
fueron superados ni olvidados. jHoy dia la palabra demostracién asusta!
Pero basta.

Soy amante de la historia y la filosofia de la ciencia, y fundamental-
mente de la fisica, por ello en los apéndices 5 y 6 he tratado de mostrar lo
bello y lo dificil que contiene el desarrollo de la ciencia. También me he
preocupado por acompafiar estas notas de clase con una amplia biblio-
grafia, que contiene textos de electrodindmica y electromagnetismo, pero
también libros y revistas sobre tépicos concernientes al desarrollo de la
electrodinamica.

Debo agradecer, obviamente, a la Universidad de la Amazonia por
permitirme desarrollar, en estos treinta y tres (33) afios mi carrera pro-



fesional, vinculado a la Facultad de Educacién por intermedio del pro-
grama académico de Licenciatura en Matematicas y Fisica. También debo
agradecer a todos mis compafieros de trabajo, quienes hicieron de la ins-
titucién un lugar amigable y agradable. jQué experiencia tan hermosa
encontrarse con alguno de ellos en alguno de los pasillos y comentar la
situacion institucional, o charlar sobre el cotarro politico institucional del
momento, o simplemente hacer una broma o contar un chiste, o simple-
mente un chisme!

Pero qué decir de mis estudiantes, quienes durante estos treinta y tres
aflos me permitieron crecer profesionalmente pero también como amigo
y persona. Y quienes en ultima instancia fueron los correctores de las
presentes notas de clase.

Aunque, aparentemente, estos Elementos de electrodindmica parecen
haber llegado tarde, pues el proyecto de Licenciatura en Matematicas y
Fisica, construido por cerca de cuarenta (40) afios, ha desaparecido, guar-
do la esperanza que sirvan para la formacién de muchos mds profesiona-
les de las diversas areas en la Universidad de la Amazonia.

JH.O.B
2022
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Capitulo 1

LEYES DE MAXWELL. FORMA
INTEGRAL Y FORMA
DIFERENCIAL

1.1. Leyes de Maxwell: forma integral y forma
diferencial.

Cuadro 1.1: Leyes de Maxwell: forma integral y forma diferencial.

Nombre Forma integral Forma diferencial
Ley de Gauss para E %Eodgzi VoE=£
. € €0
Ley de Gauss para B fB'od§:o VoB=0
. d § Bods B
Ley de Faraday - Lenz % Eodf=— T VXE= T
dEods JE

V x B = po] + poeo

Ley de Ampére - Maxwell ]{ B o d¥ = poi + €opho

dt dt

3
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Cada una de las ecuaciones de Maxwell, ya sea en su forma integral
o en su forma diferencial, representa una generalizacién de alguna ob-
servacion experimental: la primera de ella es una ley equivalente a la ley
de Coulomb, establecida por Charles-Agustin de Coulomb (1736-1806)
en 1785 a través de su trabajo experimental con su balanza de torsién;
de hecho la ley de Gauss para el campo eléctrico puede deducirse de la
ley de Coulomb o ésta puede deducirse de la ley de Gauss. La segunda
ecuacion expresa el hecho de la no existencia de los monopolos magnéti-
cos, al menos en el nivel macroscépico. Es decir, nos dice que siempre
que partimos un iman cada uno de los trozos tiene sus respectivos polos
magnéticos norte-sur. Lo anterior también significa que las lineas de cam-
po magnético son cerradas, que salen por el polo norte y entran por el
polo sur; diferente situacion se presenta con las lineas de campo eléctrico,
las cuales son abiertas y con ello se significa que se puede tener una carga
eléctrica positiva sin la presencia de una carga eléctrica negativa.

La tercera ecuacién, conocida como ley de induccién de Faraday-Lenz,
es la expresiéon matemaética de las observaciones realizadas en 1831 por
Michael Faraday, cuando logra mostrar experimentalmente que un campo
magnético puede inducir una corriente eléctrica en un conductor; dicha
btsqueda dura alrededor de doce (12) afios desde cuando en 1820 Hans
Christian Oersted observé que un campo eléctrico producia un campo
magnético alrededor del conductor. Con la ley de induccién se logra ob-
tener una de las tantas simetrias que guarda la naturaleza. La cuarta de
las ecuaciones es la generalizacion que James Clerk Maxwell (1831-1879)
hace a la ley de Ampere en 1865 cuando publica su A Dynamical Theory
of the Electromagnetic Field, en el cual sienta las bases del electromagne-
tismo considerado la segunda unificacion de las fuerzas de la naturaleza,
siendo considerada como la primera unificacién la realizada por Newton
cuando logra unificar la mecénica celeste con la mecanica terrestre. De he-
cho, la ley de Ampere es la expresiéon matemadtica para las observaciones
realizadas por Oersted en 1820. El término agregado por Maxwell a la ley
de Ampere se conoce con el nombre de corriente de desplazamiento y se
hace necesario para explicar la continuidad en un circuito que contenga
un condensador y para preservar asi principios fundamentales como el
de la conservacion de la carga eléctrica o ecuacién de continuidad. El he-
cho de que las ecuaciones de Maxwell representen una generalizacion de
observaciones experimentales hacen que ellas no puedan ser deducidas
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tedricamente, lo que las coloca como principios o leyes fundamentales
de la naturaleza, y junto con la ecuacién que describe la fuerza electro-
magnética explican todas las interacciones de tipo electromagnéticas, es
decir, el Electromagnetismo.

ﬁ:q(ﬁ+z7><1‘3’) (1.1)

1.2. Ley de Gauss para el campo eléctrico en for-
ma integral

Integral de superficie
——

= = <« Carga neta encerrada en S
j{EodS:i k (1.2)
T I €0 < Permitividad eléctrica del vacio
Elemento diferencial de superficie

Producto escalar

Campo eléctrico

La integral de superficie, llamada también integral de flujo, mide la
cantidad de campo eléctrico que pasa a través de una superficie S dentro
de la cual se encuentra encerrada una carga eléctrica neta g; es decir, el
flujo eléctrico se escribe como:

Pr = fﬁods* (1.3)

Como la carga eléctrica es tanto positiva como negativa, entonces se
entiende como carga eléctrica neta la carga que queda después de hacer el
balanceo de la carga. Considere que dentro de una superficie S se encuen-
tran encerradas cargas eléctricas de 3uC, —5uC, —8uC y 2uC, entonces la
carga eléctrica neta encerrada en S es de —8uC. (Figura 1.1).

Otra forma de interpretarse el resultado de la integral de flujo, es
considerando que el flujo eléctrico que producen las cargas eléctricas po-
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sitivas es positivo (es decir saliendo de la superficie S) mientras que el
flujo eléctrico producido por las cargas eléctricas negativas es negativo
(es decir entrando a la superficie S), y por lo tanto el flujo eléctrico me-
dido por la integral de superficie constituye el flujo eléctrico neto que
atraviesa la superficie S, es decir, la suma algebraica del flujo entrante y
el flujo saliente.

Figura 1.1: Dos configuraciones equivalentes para el cdlculo del flujo de
campo eléctrico a través de la superficie S

Por lo anterior la Ley de Gauss para el campo eléctrico establece que:

El flujo de campo eléctrico a través de la superficie (cerrada o abierta)
S es igual a la carga eléctrica encerrada en ella dividida por la cons-
tante de permitividad eléctrica del material del cual estd constituida la
supetficie.
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1.3. Ley de Gauss para el campo eléctrico en for-
ma diferencial

Divergencia

—~ )
= <— Densidad de carga
Operador Nabla—»Y o E = ﬁ 8 (14)

€0 <— Permitividad eléctrica del vacio

Producto escalar

Campo eléctrico

Si se calcula la integral de superficie de la ley de Gauss para el campo
eléctrico sobre una superficie infinitesimal se obtiene la Divergencia del
campo eléctrico; es decir que:

) fEods
E= lim L —— 15
Vo AXI/IEO AV (1.5)

Por lo que se puede decir que la ley de Gauss para el campo eléctrico
en su forma diferencial nos dice que el flujo de campo eléctrico en un
punto del espacio limitado por una superficie que encierra un volumen
infinitesimal se encuentra determinado por la densidad de carga eléctrica
contenida en dicho volumen infinitesimal.

Como la densidad de carga eléctrica contenida en dicho punto pue-
de ser positiva o negativa, entonces asi mismo la divergencia del campo
eléctrico puede ser tanto positiva como negativa. Se ha acordado que una
divergencia positiva sale desde la carga eléctrica existente en dicho punto,
es decir que se considera las cargas eléctricas positivas como fuentes de
campo eléctrico. Por el contrario, si la carga eléctrica existente en dicho
punto es negativa, ésta se asemeja a un sumidero y por lo tanto el campo
eléctrico entra hacia la carga.

Resulta interesante resaltar la conexién entre las integrales de super-
ficie y el operador divergencia la cual se encuentra reflejada en sus de-
nominaciones: flujo y divergencia. Ello es bueno tenerlo de presente pues
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estas operaciones y denominaciones son validas para cualquier fluido y
no solo para el campo eléctrico.

1.4. De la forma de la ley de Gauss para el cam-
po eléctrico a su forma diferencial via el teo-
rema de la divergencia de Gauss

Considérese una carga eléctrica distribuida en un pequefio volumen
V' la cual se encuentra encerrada en una superficie § que delimita un
volumen V (ver figura 1.2) y calctlese el flujo eléctrico a través de la
superficie S.

éﬁods*:i (1.6)

Figura 1.2: Figura para comprender el paso de la ley de Gauss para el
campo eléctrico en forma integral a la forma diferencial
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Definase la densidad volumétrica de carga como

(1.7)

Por lo que la ley de Gauss para el campo eléctrico puede escribirse
como

fﬁods*:l]f,pdv/ (1.8)
S 1%

€0

Utilizando el teorema de la divergencia de Gauss

- ]. /
\V Edvz—f % 1.9
Vo ~ .0 (1.9)

Puesto que en el volumen V — V' no existe carga eléctrica, entonces
podemos expandir la integral del lado derecho a todo el volumen V, con
lo que

L1 1 ,
?{/VoEdV—%j{pdV +€—07§_V,pd(V—v)
Lo
fvoEdV:—fpdv

1% € JV

7{ <vé—lp) v =0
\% €0

VoE=F (1.10)
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1.5. Ley de Gauss para el campo magnético en
forma integral

Integral de superficie
—_—

fB’ 0dS =0 (1.11)

Campo magnético T I T Elemento diferencial de superficie

Producto escalar

La integral de superficie, llamada también integral de flujo, mide la
cantidad de campo magnético que pasa a través de una superficie S den-
tro de la cual se encuentra encerrado un iman con sus respectivos polos
Norte-Sur; el flujo magnético Se escribe como:

b5 = fﬁo i3 (1.12)

Que el flujo magnético a través de la superficie cerrada S sea cero,
como lo establece la ley de Gauss para el campo magnético, significa que
todo el flujo magnético que sale a través de la superficie S (por definicién
producido por el polo magnético norte del iman) vuelve a ingresar a
través de la superficie S debido a la presencia del polo magnético sur del
iman.

Por lo anterior la Ley de Gauss para el campo magnético establece
que:

El flujo de campo magnético saliente de la superficie S, y producido
por el polo magnético norte del imdn es igual al flujo magnético entrante
a la superficie S, producido por el polo magnético sur del imdn, dando un
flujo magnético neto cero a través de la superficie S.

De lo anterior se pueden inferir dos consecuencias:

1. La primera es que los dos polos magnéticos de un iman tienen
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la misma carga magnética (si admitimos que la accién magnética
se debe a lo que se llama carga magnética, en analogia a la carga
eléctrica)

2. La segunda es que las lineas de fuerza del campo magnético son
lineas cerradas, que nacen (por definicién) en el polo magnético nor-
te del iman y entran al imédn por el polo magnético sur. Dicho de
otra forma, la presencia de uno de los polos magnéticos implica ne-
cesariamente la presencia del otro polo magnético; Siempre que se
parte un iman se producen dos imanes con sus respectivos polos
norte-sur, por lo menos si permanecemos en el nivel clasico.

1.6. Ley de Gauss para el campo magnético en
forma diferencial

Divergencia
,-/\:
Operador nabla Hv oB=0 (113)
Producto escalar Campo magnético

Si se calcula la integral de superficie de la ley de Gauss para el campo
magnético sobre una superficie infinitesimal se obtiene la Divergencia
del campo magnético; es decir que:

. 7{ BodS

Por lo que se puede decir que la ley de Gauss para el campo magnéti-
co en su forma diferencial nos dice que el flujo de campo magnético en
un punto del espacio limitado por una superficie que encierra un volu-
men infinitesimal es cero (0). Igual que para la ley de Gauss del campo
eléctrico, resulta interesante resaltar la conexién entre las integrales de
superficie y el operador divergencia la cual se encuentra reflejada en sus
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denominaciones: flujo y divergencia. Ello es bueno tenerlo presente pues
estas operaciones y denominaciones son validas para cualquier fluido y
no solo para el campo magnético. Se puede ver que el paso de la forma
integral de la ley de Gauss para el campo magnético a su forma diferen-
cial es inmediato, mediante la aplicacién del teorema de la divergencia de
Gauss.

% BodS =0 (1.15)
S

Cambiando la integral de superficie por la integral de volumen de la
divergencia del campo magnético, se obtiene:

fvoﬁdvzo

=

VoB=0 (1.16)

1.7. Ley de Faraday - Lenz en forma integral

Integral de linea Integral de superficie
—— d ——
fﬁoﬁ:—ajféods* (1.17)

Campo eléctrico J L Elemento diferencial de superficie
Elemento diferencial del linea Producto escalar

Derivada temporal Campo magnético

En las figuras 1.3 y 1.4, se muestran los esquemas de dos experimentos
sencillos que se pueden realizar en el laboratorio, en ellos se muestra que
cuando el iman se mueve respecto a la bobina (o la espira) se produce en
ésta una corriente eléctrica, detectada en el galvanémetro G, cuya direc-
cién depende de si el imén se acerca o se aleja de la bobina. La corriente
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establecida en el embobinado se llama corriente inducida y como toda
corriente eléctrica se debe a un voltaje, entonces, al voltaje que produce
la corriente inducida en la bobina (o la espira) se le llama Fuerza electro-
motriz inducida (FEM), aludiendo al hecho que dicho voltaje no se debe
a una diferencia de potencial entre dos puntos, como en el caso de una
bateria o de una pila.

Iﬁl I ‘\\
Mt Vukh\'mul

\i\\‘u\\ 1) i\\H {

Figura 1.3: Introduccién en una bobina de un iman recto donde el gal-
vandmetro muestra la corriente inducida en la bobina producida por el
movimiento relativo imén - bobina

Figura 1.4: Esquema que muestra el retroceso que sufre una espira al
tratar de introducir en ella el imén recto. Eso es lo que propone la ley de
Lenz, es decir, el signo negativo en la ley de Faraday - Lenz
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Como el movimiento del imdn produce una variacién del flujo de
campo magnético que atraviesa el area transversal de la bobina, es di-
cha variacién la causa de la FEM inducida y ello es lo que precisamente
establece la ley de Faraday):

_ dog
FEM = ——7 (1.18)

Siempre que varia el flujo magnético que fluye a través del area
transversal de un circuito cerrado se origina en el circuito una FEM
inducida la cual establece una corriente eléctrica inducida en el
circuito; el valor de la FEM inducida es igual a la variacién temporal
del flujo magnético.

En la figura 1.4 se muestra que al tratar de introducir el iman en la
espira ésta retrocede, retroceso que indica la oposiciéon que hace la co-
rriente creada en la espira para evitar la variacion del flujo magnético; si
se pudiera minimizar la friccién entre la bobina y la mesa sucederia algo
similar. Vale aclarar que el tratar de retirar el iman, ésta se va hacia el
iman y la corriente invierte su direccién. Los mismos efectos se dan con
el polo sur del imén, pero invertidos.

El retroceso desde o hacia el iman por parte de la espira (o de la
bobina) representa la ley de Lenz y estd representada por el sigho menos
en la ecuacién que expresa la ley.

La corriente inducida en el circuito crea a su vez un campo magnéti-
co alrededor de la espira (o en la bobina, similar al campo magnético de
un iman recto) que se opone al cambio del campo magnético del iman
que atraviesa la espira (o la bobina).

La existencia de la corriente eléctrica inducida alrededor de la espira
implica la existencia de un campo eléctrico que acelera los electrones den-
tro de la espira. Por su caracter vectorial dicho campo debe ser tangente
en cada punto a una trayectoria circular dentro de la espira. La circulacién
de dicho campo eléctrico, es decir, la integral de linea del campo eléctri-
co alrededor de la trayectoria circular tiene unidades de voltaje (voltios),
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por lo que se puede decir que la FEM inducida estd definida por dicha
circulacién, es decir:

FEM = 74 Eodr (1.19)

Si recordamos que el flujo magnético estd dado por

D = 7{1§o i3 (1.20)

Entonces se puede escribir la ley de Faraday-Lenz como

o — d = -
]{Eodr——$?{BodS (1.21)
Vale la pena resaltar que:

1. Para la existencia del campo eléctrico inducido no necesariamente
debe haber una espira de alambre.

2. Laintegral de linea es independiente de la geometria de la trayecto-
ria; ésta no necesariamente debe ser circular.

3. El campo eléctrico inducido no es un campo conservativo, pues su
integral de linea calculada para una trayectoria cerrada no es cero
sino igual a la rapidez con que el flujo magnético, a través de ella,
cambia.

4. Lo expresado en 1,2 y 3 refuerzan la diferencia entre una FEM in-
ducida y una diferencia de potencial que se establece, por ejemplo,
entre los bornes de una bateria o de una pila.

5. La ley de Faraday-Lenz es una de las leyes de mayor impacto practi-
co, pues con ella se explican los transformadores e inductores com-
ponentes de los circuitos electrénicos de la radio y la television, los
generadores de corriente AC que surten de energia a la mayoria
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del mundo, las corrientes pardsitas o de Foucault, el teléfono, el
micréfono, los aceleradores de particulas como el Betatrén etc.

6. La FEM inducida por la variacién del flujo magnético, puede pro-
ducirse por movimiento relativo imdn - espira, o por deformacién o
rotacién de la espira.

1.8. Ley de Faraday -Lenz en forma diferencial

Rotacional del campo eléctrico

/ N d E } Derivada temporal del campo

VxE= - (1.22)

magnético

La forma diferencial, o forma puntual, de la ley de Faraday- Lenz
muestra de una forma explicita la relacion existente entre el campo eléctri-
co y el campo magnético en cualquier punto del espacio y expresa cla-
ramente el hecho de que un campo magnético que varia en el tiempo
produce un campo eléctrico. Dicha consideracién es fundamental tenerla
presente para la comprensién de la propagacién de una onda electro-
magnética.

Su obtencién se realiza de forma sencilla aplicando el teorema del
rotacional de Stokes a la forma integral de la ley de Faraday-Lenz. Recor-
demos que el teorema del rotacional de Stokes establece que

/Aoﬁ:/ (V x A) o nds (1.23)
C S

Reemplazando la integral de linea por una integral de superficie cal-
culada sobre la superficie que encierra la curva C, se obtiene:

VxE)ods— % {Boas
$ (<) il
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VXE=-"2 (1.24)

1.9. Forma integral de la Ley de Ampere - Max-
well

Integml de superﬁcze

Integml de linea
d 7{ Fods
B odr = uoi + eoyo

Campo magnético J Producto escalar
Elemento diferencial de lmea Derivada temporal
Corriente eléctrica de conduccién

Permitividad eléctrica y permeabilidad

(1.25)

magnética del vacio

Como se dijo anteriormente, la cuarta de las ecuaciones o leyes de
Maxwell es una generalizacion de la ley de Ampere hecha por Maxwell.
La ley de Ampere establece que una corriente eléctrica estacionaria en un
conductor produce un campo magnético alrededor del conductor, obser-
vacion realizada con anterioridad por Oersted.
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f Bod? = uoi (1.26)

Pero si se analiza un circuito eléctrico que contenga un condensador
ademads de la fuente de voltaje, figura 1.5, no es posible explicar la conti-
nuidad del circuito desde el momento en que se conecta la fuente hasta
el momento en que el condensador alcanza su méxima carga, asi como
tampoco el por qué el circuito deja de funcionar en ese instante.

Figura 1.5: Esquema del circuito con condensador para analizar la ley de
Ampere - Maxwell
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Maxwell se dio cuenta que, asi como un campo magnético producia
un campo eléctrico tal como lo establece la ley de Faraday-Lenz, similar-
mente un campo eléctrico produciria un campo magnético.

Y es que, si prescindimos del primer término del lado derecho de
la cuarta ley de Maxwell obtenemos la relacién simétrica de la relaciéon
expresada en la tercera de las leyes de Maxwell.

?{Eo d7 = eoyO%fﬁodg (1.27)

Si aplicamos esta relaciéon al condensador del circuito anterior, vemos
que al conectarse la fuente de voltaje el condensador comienza a cargarse
adquiriendo carga eléctrica de signo contrario en cada una de sus placas
lo que conlleva al establecimiento de un campo eléctrico variable, entre
sus placas, cuyo valor varia desde cero (0) hasta un valor méximo cuando
el condensador adquiere su méxima carga, con lo que a través de cual-
quier superficie abierta dentro del condensador se establece un flujo de
campo eléctrico, creando un campo magnético rotante alrededor del cam-
po eléctrico, en situacién similar a lo que sucede en los conductores que
completan el circuito. Obviamente el flujo de campo eléctrico deja de ser
variable una vez que el campo eléctrico alcance su valor méximo y asi el
circuito se interrumpe.

Obviamente, el principio de conservacién de la carga eléctrica, o su
equivalente la ecuacién de continuidad, queda salvada.

El término

60% ?f EodS (1.28)

tiene las siguientes unidades en el sistema internacional:

[ofess] - ()]
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{Goff::odg} =C
I

Es decir que

eO%?fﬁo dS ‘f/_l—? (1.29)

GO%]{EO(E = (1.30)

Maxwell llamé a este término corriente de desplazamiento sefialando con
ello que es una corriente eléctrica que no necesita de conductor alguno,
con lo que la cuarta ley de Maxwell puede escribirse como

}[Emﬁ: 1o (ic + ip) (1.31)

La deduccién de la corriente de desplazamiento (asi como de la co-
rriente de polarizacion, la cual se tratard mas adelante) por parte de Max-
well conlleva una de las tantas situaciones curiosas que se presentan den-
tro de la historia de las ciencias.

Para obviar el problema de la accién a distancia, el cual mortifico
enormemente a Newton, los fisicos, matematicos y fildsofos de los siglos
XVIII-VIII utilizaron el concepto de vortice (o remolino) para explicar ac-
ciones como la gravitatoria.

Maxwell no fue la excepcién y para el desarrollo de su teoria electro-
magnética utilizé un sistema de vortices hexagonales (similar a un panal)
los cuales rotaban y por ende se comprimian y se sometian a una presion;
un modelo netamente mecénico.

Curiosamente la teoria electromagnética de Maxwell resulté incompa-
tible con las transformadas galileanas, pues no eran invariantes bajo ellas.
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Dicha situacién llevé a una revision de los conceptos de espacio y tiempo,
es decir de la mecanica de Newton, revisién que hoy en dia conocemos
como Teoria Especial de la Relatividad.

1.10. Forma diferencial de la Ley de Ampere -
Maxwell

Corriente de desplazamiento
Rotacional ——
— . dE
V x B = po] + Ho€or (1.32)

Campo magnético 4T T T T;Permitividad eléctrica

Permeabilidad magnética Densidad de corriente

La forma diferencial, o puntual, de la ley de Ampere-Maxwell se ob-
tiene mediante el teorema del rotacional de Stokes.

S o [ = -
fEB odr = ypi + M0€0§ ?{; EodS (1.33)

Sea | la densidad de corriente, tal que:

i:ffodsT (1.34)
5
?{<ng>od§:y0%Tod§+yoeoi%Eodg

S S ot Js

N I
745(VXB>odS:yo(ﬁ]ods—i—eogﬁEodS)
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7§ (v X B’) od§=ﬂ07€ (fod§+60% (Eod§)>
é (V % E) 0dS = VO%S <T+€0§) odS
%s (V X §> odg—%s (VOT"‘ ]4060%—?) 0dS =0

f(VXE_VOT_ﬂ()GOa—E) od§:0
S ot

=

B = JoE
V x B = Plo] —+ ]/LOGOE (135)




Capitulo 2

LEYES DE MAXWELL PARA EL
ESPACIO LIBRE. ONDAS
ELECTROMAGNETICAS

2.1. ;Qué se considera como espacio libre?

Se considera espacio libre a todo medio homogéneo e isotrépico, don-
de ademds no existan cargas eléctricas como tampoco corrientes electri-
cas. Dicho espacio libre puede entonces caracterizarse por:

p=0 J=0 pu=Constante € = Constante
Siendo p la densidad de carga eléctrica, Tla densidad de corriente, u
la permeabilidad magnética y € la permitividad eléctrica.

Puede verse que el espacio vacio puede considerarse como un espacio
libre y por tanto:
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Por tanto la ecuaciones o leyes de Maxwell, tanto en su forma integral
como en su forma diferencial, para el espacio libre toman la forma que se
muestra en el siguiente cuadro.

Cuadro 2.1: Leyes de Maxwell

Nombre Forma integral Forma diferencial
Ley de Gauss para E fﬁod§:0 VoE=0
Ley de Gauss para B f§0d§:0 VoB=0
) 4§ Bods B
Ley de Faraday - Lenz ond?:—T VXE:_E
Ley de Ampere -Maxwell % Bod? = €oMo dE;tdS V xB= yoeoé—f

2.2. Laecuacion de onda electromagnética plana

Aplicando el rotacional a, por ejemplo, la tercera ecuacién o ley de
Maxwell en su forma diferencial, se obtiene:

Vx(VxE>:—Vx§ 2.1)

Pero, el Laplaciano para un campo vectorial estd definido como el
gradiente de la divergencia del campo vectorial menos el rotacional del
rotacional del campo vectorial. Es decir:

VZA’ZV(VOA)—VX<V><A’) 2.2)

Por tanto:
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4 (v x B)

V(VoE’)—VZE:— —

Segun la primera y la cuarta de las ecuaciones o leyes de Maxwell:

4 (Vv x B)

\V (v o E) _V2E = — (2.3)

Segun la primera y la cuarta de las ecuaciones o leyes de Maxwell:

. d dE
_V2F = — —
V-°E it (]/1060 df) (24)
- d’E
2 —
V-E — Ho€o a2 =0 (2.5)

Similar ecuacién se obtiene para el campo magnético, si aplicamos el
rotacional a la cuarta ecuacién o ley de Maxwell:

4 d?B
V2B — Mooz =0 (2.6)

Una onda mecanica unidimensional (la producida en una cuerda, por
ejemplo), obedece la ecuacién de onda:

Po 10%
PR Tl @7)

Una onda mecénica bidimensional (las ondas en el agua, por ejemplo)
obedece la ecuacién de onda:
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¢ e 1%
o2 aR A (28)

Una onda mecdanica tridimensional (las ondas sonoras, por ejemplo)
obedece la ecuacién de onda:

¢ ¢ 9 1%

— = 2.9
Tl dy? LT 29)
Ecuaciones que pueden escribirse como:
1 0
2 4
N = 2.1
Vg Ty 0 (2.10)

Siendo ¢ la funcién de onda y v la velocidad de propagaciéon de la
onda. Comparando las ecuaciones obtenidas para el campo eléctrico y el
campo magnético con la ecuacién de una onda mecénica, se observa que

S = 1
dichas ecuaciones describen ecuaciones de onda para Ey B con v = v
0€0
Puesto que
1o = 47 x 1077H/m ~ 12,6 x 1077 H/m
1077 12
€0 = o —F/m ~ 8,854187817 x 10~ “F/m
367
y que
H Vsg
— == 2.11
m  Am @11)

F
— =2 (2.12)
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Por lo que

[]/1050] SI = sg*/m?

1
v =, —— ~299'392,117,84 m/sg
Ho€o

En la tabla 2.2 se muestran algunas de las mediciones experimentales
de la velocidad de la luz, las cuales se encuentran cercanas al valor de
3 X 108m/sg, el valor aceptado hoy en dfa para la velocidad de la luz.

Por tanto

< 1638 Galileo, sefiales con linternas no concluyente
< 1667 Accademia del Cimento, sefales con linternas no concluyente
1675 Romer y Hyugens, ltiinas de Japiter 220000
1729 James Bradley, aberracién de la luz 301000
1849 Hippolyte Fizeau, rueda dentada 315000
1862 Léon Foucault, espejo en rotacion 298000 = 500
1907  Rosa y Dorsey, Constantes electromagnéticas 299710 £ 30
1926 Albert A. Michelson, espejo en rotacion 299796 £ 4
1950 Essen yGordon-Smith, cavidad resonante 299792,5 + 3,0
1958 K.D. Froome, radio interferometria 299792,50 + 0,10
1972 Evenson y otros, interferometria laser 199792,4562 + 0,0011
1983 17° CGMP, definicién del metro 299792,458 (Exacta)

Cuadro 2.2: Historia de la medida de C en km /s

Por lo tanto, la luz se considera como una onda con dos planos de
oscilacién, o, si se quiere con dos grados de libertad, mutuamente, aco-
plados: uno para el campo eléctrico y el otro para el campo magnético.
Es decir, la luz es una onda electromagnética. Figugra 2.1.
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Figura 2.1: Onda electromagnética plana armoénica mostrando sus dos
componentes: Eléctrica y magnética

Al igual que para las ondas mecanicas, las ecuaciones diferenciales
para la magnitud del campo eléctrico y la magnitud del campo magnético
admiten las soluciones armonicas, es decir soluciones senoidales.

Ey = Egsin (kx — wt) (2.13)

B, = Bysin (kx — wt) (2.14)

En el caso de las ondas planas, en el cual el campo eléctrico oscila en
el plano (x —y), y el campo magnético oscila en el plano (x — z). Siendo
asi, la onda se propaga en la direccién x positiva; dicha direccién de
propagacion se encuentra definida por el llamado vector de Poyting:

— 1 = =
S=—EXB (2.15)
Ho

Cualquier solucién no armoénica puede resolverse mediante soluciones
armonicas, tal como lo establece la teoria de Fourier:
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r

Desarrollo en serie de Fourier de una funcién periédi-
ca.

Si f (t) es una funcién periddica, con periodo T, entonces su desa-
rrollo en serie de Fourier es:

n=oo )
f(t)= 0 + Z [an cos (M—nt) + by sin (ﬂtﬂ (2.16)
2 n=1 T T
Donde
2 [T

w=7 [ fa

1 (72 2nm

== t ——t ) dt

an = = —T/zf()COS(T >
1 (7 . (2nm

= = 7T/2f (t) sin <Tt) dt

Con las siguientes propiedades:

bn

1. Si la funcién f (t) es impar, es decir si f (—t) = —f (), en-
tonces los coeficientes ag y a, son cero.

2. Sila funcién f () es par, es decir si f (—t) = f (t), entonces
los coeficientes b,, son cero.

Al igual que para las ondas mecénicas se define k, el niimero de onda,
como:

k=21 (2.17)

k, puede interpretarse como una frecuencia espacial la cual mide el
corrimiento de fase de la onda por unidad de longitud en la direccién de
propagacion de la onda, y sus unidades son:
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K], =m™" (2.18)
Asi mismo w es la frecuencia angular de la onda y estd dada por:

Es decir que w el corrimiento de fase de la onda por unidad de tiempo,
y sus unidades son:

[w]; = 87" (2.20)

Por lo que:

w A

=T (2.21)
Y, puesto que

A=cT (2.22)
Entonces

% —c (2.23)

Que es otra forma de obtenciéon de la velocidad de fase de las ondas
electromagnéticas.
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2.3. La relacion entre las amplitudes eléctrica y
magnética

Las amplitudes de las ondas eléctrica (Ep) y magnética (Bp), guardan
una relaciéon simple pero fundamental:

E() = CB() (2.24)

Puesto que la constante de proporcionalidad es la velocidad de la luz,
la cual no es pequetia, se entiende el por qué una onda electromagnética
es mds sensible a las interacciones eléctricas que a las magnéticas.

Para ver dicha relacién, calculemos el flujo magnético a través de la
superficie limitada por un rectdngulo a — b — ¢ — d — a, y la circulacién
del campo eléctrico alrededor de la curva definida por el rectdngulo men-
cionado:

Figura 2.2: Superficie rectangular para el calculo del flujo magnético y la
circulacién magnética

/B’odsT:/Eoicds (2.25)
S S
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/Eod§:B/ds
S S

/ BodS = Bdxdy (2.26)
S

De otra parte:

— b—» C—» d—' f_’
/Eod?:f Eod?+j§ Eod?+7§ Eod?+7§ Eodr  (227)
C a b c e

Puesto que para las trayectorias b — ¢ y d — e el campo eléctrico y el
elemento de linea son perpendiculares, entonces las integrales respectivas
son cero. Por tanto:

R b d
j{ Eodi = f Edr + f Edr (2.28)
C a c

= —dy 0

fﬁod?’zﬁf dr+ (E+dE) ¢ dr (2.29)
C 0 —dy
fﬁoﬁ:—EdﬁEdﬁdEdy (2.30)
C
?f Eodf = dEdy (2.31)
C

Utilizando la ley de Faraday-Lenz:

?{Eod?:—%fﬁods“ 2.32)



2.3. RELACION ENTRE AMPLITUDES

Se tiene:
_ d(Bdxdy)
dEdy = I
dE __db
dx  dt
Pero:
Ey = Egsin (kx — wt)
B, = Bysin (kx — wt)
Por lo que:
dE
d_xy = kEo cos (kx — wt)
dB
— dtz = wBy cos (kx — wt)
Entonces:

Pero:

33

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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=
k_

Luego:

23)

2.4. El espectro electromagnético

Con la publicacién de su obra titulada A Dynamical Theory of the
Electromagnetic Field en 1865, en la cual sienta las bases de la teoria
electromagnética con el establecimiento de sus famosas y fundamentales
leyes (o ecuaciones), James Clerk Maxwell, fisico escocés (1831- 1879),
predice la existencia de las ondas electromagnéticas.

Pero es en 1887 cuando el fisico aleman Heinrich Rudolf Hertz (1857
-1894) obtiene en su laboratorio de la universidad de Karlsruhe las prime-
ras ondas electromagnéticas, hoy en dia conocidas como ondas de radio
u ondas hertzianas.

Espectro visible por el hombre (Luz)

|400rm |4500m |S00mm |SS0nm [800nm [650nm  [700n0m R

L} - 1 -
e 14 ™ ot Ceol e :‘;""" -

i Mesiin il

e | gm tiim | im | | mim e | e e
g Tl Tl |l T Ul T (Ul Sl VT T (Ul L B L L
whebwla 043 i
T Ul T T i 1|" " m" [l Tl T 1:"' | U TR U T TR T - progep-
] Iempdsd laedd 1 Paas L Tewdd 1l il R TEE (1 tedd = S
v I35 v
raw arga SO0 rem

"o 30-730 rm

Figura 2.3: El espectro electromagnético
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Si bien es cierto que en la vida diaria estamos acostumbrados a llamar
luz a la radiacién (natural o artificial) que nos permite ver los objetos (la
region visible), lo cierto es que dicha radiacién corresponde a una pe-
quefa region, la mds pequefia, por cierto, de la clasificacién que se ha
hecho de las ondas electromagnéticas y que hoy dia se llama espectro
electromagnético figura 2.3. Es decir, toda onda electromagnética es luz
y por tanto la luz visible es una onda electromagnética. Dicho espectro
se ha establecido clasificando las ondas electromagnéticas, ya sea por su
frecuencia, longitud de onda o por su contenido energético. Dos obser-
vaciones son necesarias hacer con respecto al espectro electromagnético;
la primera es que las diferentes regiones del espectro no tienen fronteras
definidas entre ellas, sino que dichas fronteras se traslapan. Ello significa
que se puede tener una onda electromagnética de rayos X y una onda
electromagnética de rayos ultravioleta con las mismas caracteristicas (fre-
cuencia, longitud de onda o contenido energético) y en primera instancia
no podemos decidir cudl es cual. Para ello, se debe recurrir a su forma
de produccién, a sus efectos sobre la materia, a su forma de deteccién,
etc. Lo segundo para observar en el espectro, es la variaciéon inversa que
tienen las escalas de frecuencia y longitud de onda; mientras que la una
crece de izquierda a derecha, la otra lo hace en direccién contraria. Ello
se debe, obviamente, a la relacién

A =c/f (2.40)

Por ello, es que se dice con frecuencia que las ondas electromagnéti-
cas de alta frecuencia son ondas de corta longitud de onda, y, las ondas
de longitud de onda larga son ondas de baja frecuencia. El contenido
energético de una onda electromagnética, segtin la fisica cuédntica es

E = hf (2.41)

También debe decirse que las ondas de alta frecuencia son méas energé-
ticas.

Las regiones del espectro electromagnético son:
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Ondas de radio

Son ondas electromagnéticas con frecuencias entre una giga Hertz
10° hertz y 10* hertz, es decir, una longitud de onda comprendida en-
tre los 10~ 1m y 10%m.

Se utilizan fundamentalmente en las comunicaciones y como tales son
administradas por los gobiernos, pues a cada pais le es asignado un ran-
go de frecuencia para sus respectivas comunicaciones, y cada gobierno
administra dicho rango para expedir las correspondientes licencias a sus
emisoras, estaciones televisivas y a cualquier otra forma de comunicacién
que utilice. Por ello, muchas veces se acostumbra referirse a esta region
del espectro electromagnético como el espectro electromagnético politi-
co.

Se reconocen algunas regiones dentro de las ondas de radio, y que hoy
en dia son muy conocidas. Las ondas de radio de media onda (300Khz
—3Mhz) utilizadas fundamentalmente en la radiodifusién, las de onda
corta 3Mhz —30Mhz utilizadas por radioaficionados y la radio interna-
cional; las VHF (Very High Frequency) (30Mhz— 300Mhz) utilizadas en
la television, radiodifusion en FM, banda aérea, satélites, comunicacio-
nes entre buques y control de trdfico maritimo, y las UHF (Ultra High
Frequency) (300MHz — 3GHz) utilizadas en la television nacional e in-
ternacional, la telefonia movil, radios de uso no profesional o radiotrans-
misores de uso personal e identificacion de productos.

Figura 2.4: Esquema del circuito utilizado para estudiar la induccién elec-
tromagnética utilizado por, Hertz, en el descubrimiento de las ondas elec-
tromagnéticas llamadas ondas hertzianas
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Las ondas de radio se producen fundamental por los llamados oscila-
dores eléctricos, de los cuales dos son muy conocidos: El dipolo eléctrico,
el cual es la disposicién de dos cargas eléctricas puntuales, de diferente
signo, separadas una pequefa distancia; esta disposiciéon puede oscilar
y asi emitir ondas de radio. El otro oscilador eléctrico lo constituye el
circuito R-L-C, en el cual un condensador y una inductancia, figura 2.4,
se cargan y descargan produciendo con ello oscilaciones que pueden ser
inducidas en una segunda inductancia. Vea mds adelante {in oscilador
mecanico y un oscilador eléctrico”.

De hecho, hoy dia, se sabe de la existencia de fuentes naturales de
ondas de radio, como lo son, entre otros, los ptulsares.

Microondas

Son ondas electromagnéticas con frecuencias que van desde los 10° Hz
(una giga Hertz) hasta 10" Hz, es decir una longitud de onda compren-
dida entre 10~3m hasta los 10~ 1m.

Klistron

Figura 2.5: Dispositivo eléctrico, Klistron, para producir microondas
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Las microondas se generan en tubos de electrones especiales como el
klistrén, figura 2.5 o el magnetron, figura 2.6. El primero es una vélvula
de vacio en la cual las microondas se producen mediante la modulacién
de la velocidad de electrones. El segundo es un dispositivo que transfor-

ma la energia eléctrica en energia electromagnética en forma de microon-
das.

Magnetron

Figura 2.6: Dispositivo electrénico, magnetrén, para producir microondas

Las microondas se utilizan en la localizacién y navegacién por radar,
en telefonia celular, television y acceso a internet por cable, radioastro-
nomia y su uso por la cual son més conocidas es el de la coccién y calen-
tamiento de alimentos en los hornos microondas.

Infrarrojo

Ondas electromagnéticas con frecuencias comprendidas entre 10'hz
y 101hz, y por tanto una longitud de onda que va desde 10~3m hasta los
10~ %m, (1um).

La radiacién infrarroja es emitida por los cuerpos debido a su tempe-
ratura, por lo cual suele llamarsele también radiacién térmica. Su produc-
cién se debe fundamentalmente a transiciones electrénicas en las molécu-
las.
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Se acostumbra dividir la regién de radiacién infrarroja en tres regio-
nes: la regién del infrarrojo cercano, (longitud de onda entre los 800nm
y los 2500nm); recibe el nombre de cercano por limitar con la region del
visible, y se observa en algunos cuerpos astronémicos como las llamadas
estrellas frias. La region del infrarrojo medio (longitud de onda entre los
5 y los 40um); en este rango es que emiten los cuerpos sometidos a las
temperaturas naturales terrestres, y por tanto esta radiacion es la que nos
define lo que llamamos comtnmente sensacidn térmica o simplemente
calor. La region del infrarrojo lejano (longitud de onda entre los 40 y los
400um); emitida por cuerpos que se encuentran solo pocos grados por
encima del cero absoluto.

Visible

Es la regiéon mas pequena del espectro electromagnético, con longi-
tudes de onda del orden de los nanémetros y frecuencias del orden de
los Tera Hertz. Sin embargo, es la regién del espectro electromagnéti-
co mds importante para nosotros los humanos, pues esta radiacién es
la detectada directamente por nuestros ojos. Se produce por transiciones
electrénicas en los 4&tomos y su uso fundamental es en la iluminacién, pe-
ro también se utiliza en el LASER y de todos es conocido su importancia
en los procesos biol6gicos que sustentan la vida.

Acostumbramos a llamar luz blanca a la radiacion del espectro visible,
pero desde 1667, cuando Newton present6 ante la Royal Society su expe-
rimento de la descomposicién de la luz solar, sabemos que la radiacién
visible se encuentra compuesta por seis (6) colores, a saber:

1. Violeta (380 — 440nm, 790 — 680Thz).
Azul (440 — 485nm, 680 — 620Thz).
Verde (500 — 565nm,600 — 530Thz).

Amarillo (565 — 590nm, 530 — 510Thz).

AT BN

Naranja (590 — 625nm,510 — 480Thz).
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6. Rojo (625 — 740nm, 480 — 405Thz).

Ultravioleta

Radiacién producida por descargas eléctricas en gases y en el sol. Su
rango de longitud de onda se encuentra entre los 10nm y los 400nm.

Es la radiacién electromagnética no visible mds cercana, y de mayor
frecuencia, a la regién visible. De ahi su nombre: Mas alla del violeta.

Dependiendo de la afectacion que producen en los seres humanos,
los rayos ultravioletas suelen clasificarse en rayos UV-A, UV-B y UV-C,
siendo la radiacién UV-A la que en mayor cantidad llega a la tierra; las
radiaciones UV-B y UV-C son absorbidas por el ozono de la atmosfera,
proteccién altamente afectada por el uso de los fluoro carbonos en los
aerosoles. De todos es bien conocido las consecuencias de una exposicién
prolongada a la luz solar.

Rayos X

Se producen fundamentalmente por desaceleracién de electrones, pe-
ro también pueden producirse por transiciones de los electrones més fuer-
te ligados en el material que sirve como pantalla desaceleradora. Su lon-
gitud de onda se encuentra entre los 0,01nm y los 10nm. Su aplicacion
mas conocida es en medicina, para la toma de radiografias. La prime-
ra de ellas es la imagen de la mano de la esposa de Wilhelm Conrad
Réntgen, su descubridor, mostrando los huesos de la mano y la sortija de
matrimonio.

Rayos gamma,

Es la radiacién electromagnética de origen nuclear, pues se produce
en procesos de desintegracion radiactiva de dtomos pesados, asi como
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también en procesos de cardcter cuantico como lo es el proceso denomi-
nado aniquilacién de pares. Ademads, es la radiacién electromagnética
mas penetrante y de menor longitud de onda, menos de 1pm. En 1903
Ernest Rutherford la bautiza como radiacion Gamma (vy) para diferen-
ciarla de las otras dos radiaciones de origen nuclear descubiertas por él,
la radiacién beta (B) y la radiacion alfa («).

La exposicién a la radiacion gamma es fuertemente nociva para la
salud.

Figura 2.7: Primera radiografia mostrando la mano con el anillo de bodas
de la esposa de, Wilhem Conrad Rontgen, quien descrubri6 los rayos X

2.5. Un oscilador mecanico y un oscilador
eléctrico

2.5.1. El péndulo simple

Se considera como péndulo simple a una masa que oscila suspendida
de una cuerda inextensible y cuyas oscilaciones son periédicas e indepen-
dientes de la masa suspendida para oscilaciones de poca amplitud. Segtin
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la figura 2.8 y utilizando la segunda ley de Newton (o ley de movimien-
to), se tiene:

F =ma (2.42)
ma = mgsin 0 (2.43)
Pero:
do
= — 2.44
a=_ (2.44)
v=r0 (2.45)

Donde 6 es la velocidad angular, y r = L para el péndulo en conside-
racion. Por tanto:
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d (L6)
= 2.4

a 7 (2.46)

a=Lua (2.47)
Donde « es la aceleracion angular, y:
do

v= (2.48)
>0

Por lo que la segunda ley de Newton para el péndulo simple, después
de simplificar la masa, queda como:

d*0

Para oscilaciones de poca amplitud, es decir para 0 < 1,

d20 g
o Z@ =0 (2.51)

La cual es una ecuacién diferencial de segundo orden, homogénea,
con coeficientes constantes, que admite como solucién:

6 = Ae" (2.52)

Y cuya ecuacion caracteristica es:

2_§:
P-4 =0 (2.53)
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De donde:

v=+V3/L (2.54)

Obviamente \/¢/L tiene como unidades sg~!, y como corresponde a
la solucién angular del péndulo no es més que la frecuencia angular de
oscilacion del péndulo, y, por tanto:

w=/s/L (2.55)

Por tanto, la solucién para el péndulo es:

(256)

Lo cual significa que la ecuacién del péndulo tiene dos soluciones
diferentes y reales, por lo que:

0 = A + Ae™ ! (2.57)

Utilizando las ecuaciones de Euler, se tiene:

60 = Acoswt +iAsinwt + Acoswt — 1A sinwt (2.58)

Si hacemos 0y = 2A, entonces:

0 = 6 cos wt (2.59)

2.5.2. El circuito LC

Considérese que en el circuito de la figura 2.4, que contiene una capa-
citancia (C) y una inductancia (L), una vez que el condensador se llena se
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elimina la fuente de voltaje (V) que alimenta el circuito. Bajo esta condi-
cion, el condensador comienza a descargarse a través de la inductancia, la
cual comienza a almacenar energia magnética y la que a su vez, cuando se
llena comienza a descargarse a través del capacitor. Este ciclo se repetird
una y otra vez, generando en el circuito una corriente eléctrica oscilante.

Calculando el voltaje total en el circuito se tiene que, para cualquier
instante de tiempo ¢, se tiene:

Vi+Ve=0 (2.60)
di
Vi = _LE (2.61)
Q
== 2.62
Ve= ¢ (2.62)
Ve 1 / i dt (2.63)
C — C .
Ya que
. dQ
== 2.64
i=— (2.64)
Por lo que:
—L + / it =0 (2.65)

Multiplicando por menos y derivando con respecto a t, se tiene:

— =0 (2.66)
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La cual es una ecuacioén diferencial de las mismas caracteristicas que la
ecuacioén diferencial del péndulo simple, por lo que admite una solucién
de la forma:

1 = ipcos wt (2.67)
Donde
1
w=\l7¢5 (2.68)

= 1
s Henrio — Coulomb — Voltios—1
_ 1 (2.69)
VA-1SgCV-1

= sg_z

2.6. El vector de Poynting

Partiendo de la ley de Ampere-Maxwell, se puede aproximar el signi-
ficado del vector de Poyting:

o dE
V % B = po] + po€o— (2.70)
Haciendo el producto punto con el campo eléctrico:

-

N o S dE
Eo (v x B) —Eo (yo] + yoeoﬁ> 2.71)
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Eo (v X B) = moE o ] + poesE— (2.72)

Aplicando la identidad vectorial:

A’OVXC:—VO(Axé)+éonA’ (2.73)

—Vo<E><§>+§0VXE:yOEoT+yO€OEo%—E (2.74)

Utilizando la ley de Faraday-Lenz en el segundo término del lado
izquierdo, se tiene

—Vo(Exé)—Eo%—?zyoéoﬂyoeoéo%—f (2.75)

Aplicando la identidad vectorial:

A’OVXéz—vo(A’xé)+éonA’ (2.76)

=

Vo (ExB) +§0Vxﬁzyofof+yoeoﬁoaa—]f 2.77)

Utilizando la ley de Faraday-Lenz en el segundo término del lado
izquierdo, se tiene

—Vo(ﬁxg)—Bo—:yoeo—Vo(EX§>—Bo—
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=

—Vo (Ex B) = Bo S + poeoE o 5 (2.79)
Pero:
L 9B 9 (1. =
.~ 9E 9 (1= =
EOE—E<§EOE>
Por lo que:

= = a 1—' g = - a ]_—» —
—Vo (E X B) = & <§B o B) + ‘uoE O]—|— “1/1060§ (EE o E) (280)

Integrando sobre un volumen V:

. (2.81)
—{—]/toeoj{ g (EEOE) dV
Por el teorema de la divergencia:
—f vo(ExB>dsz]{ = (5B dv+y0jon]dv
v v (2.82)
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Pero la densidad de energia eléctrica almacenada en un campo eléctri-
co y la densidad de energia magnética almacenada en un campo magnéti-
co, estdn dadas por:

1
— —egE2
€0 260
1 5
Po = 2p0

Como el término del centro del lado derecho de la ecuacién representa
la potencia disipada en el volumen V debido a la corriente eléctrica J, o
potencia 6hmica, entonces el lado derecho de la ecuacién puede interpre-
tarse como la energia que entra al volumen V, y por tanto el lado derecho
de la ecuacién se interpreta como la energia que sale del volumen V, es
decir la energia que lleva la onda electromagnética.

El vector,
S (E x B’) (2.84)

es por tanto el vector que representa el flujo de energia que lleva la
onda electromagnética, y se llama vector de Poynting. Obsérvese que el
vector de Poynting también determina la direccién de propagacion de la
onda electromagnética.
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2.7. Intensidad o Irradiancia de una onda elec-
tromagnética

Para una onda plana la magnitud del vector de Poyting es:

S = iEB (2.85)
Ho

O bien

S = %Ez S = HLBZ (2.86)
0 0

Es facil comprobar que S tiene unidades de watt/m? . Por tanto S corres-
ponde a la energia por unidad de tiempo y unidad de 4rea transportada
por la onda. Puesto que el campo eléctrico o el campo magnético son pe-
riédicos, dicho valor es instantaneo, por lo que se define la intensidad o
irradiancia, (I), de una onda electromagnética como el valor promedio
de S. Es decir:

I=S
Por tanto:
1 /27 1
I=5- /0 @Eg sin? (kx — wt) (2.87)
Pero:
sin? x = %‘( /OZn sin’ x = % (2.88)

Por lo que:
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I=—F; (2.89)
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Taller

1. La longitud de onda de los rayos X mads energéticos producidos
cuando los electrones acelerados a 18GeV en el Acelerador Lineal
de Stanford golpean contra un blanco sélido es de 0,067 fm. ;Cuaél
es la frecuencia de estos rayos X?

2. a) Una onda de radio de VLF (very low frecuency, frecuencia
muy baja) tiene una frecuencia de solo 30Hz ;Cudl es su longi-
tud de onda?

b) Calcule la longitud de onda de la radio Uniamazonia 98,1Hz.
3. ¢Qué inductancia se requiere en un capacitor de 17pF para construir

un oscilador capaz de generar ondas electromagnéticas de 550nm
(es decir, visibles)?

4. Cierta onda electromagnética plana tiene un campo eléctrico maxi-
mo de 321#V/m. Halle el campo magnético maximo.

5. El campo eléctrico asociado con una onda electromagnética plana
estd dado por Ey =0, E, = 0, E; = Egsink (x — ct), donde:
Eo =234 X 107 *%im y k = 9,72 X 106m 1.

a) Escriba expresiones para las componentes del campo magnéti-

co de la onda.

b) Determine la longitud de onda de la onda.

6. Los laseres vidrio-neodimio que operan en la actualidad pueden
proporcionar una potencia de 100TW en impulsos de 1,0ns con una
longitud de onda de 0,26um. ;Cuédnta energia estd contenida en un
solo impulso?

7. El campo eléctrico méximo a una distancia de 11,2m de una fuente
de luz puntual es de 1,96V/n. Calcule:
a) El valor maximo del campo magnético.
b) La intensidad.

c) La potencia 1til de la fuente.
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8. La luz del sol incide en la tierra, justo afuera de su atmosfera, con
una intensidad de 1,38«W/»2 . Calcule:

a) E,.

b) B,, de la luz solar

suponiendo que sea una onda plana.

9. a) Demuestre que, en una onda electromagnética viajera plana, la
intensidad promedio, es decir, la velocidad promedio de trans-
porte de energia por unidad de area, estd dada por

2
cB,

5= On
2}10

b) ;Cuadl es la intensidad promedio de una onda electromagnética
que viaja en un plano si By, el valor maximo de su componente
del campo magnético, es de 1,0 X 10~4T (= 1,0 gauss)?

10. a) Encuentre la longitud de onda y la frecuencia de un fotén de
1,0keV.

b) Determine el momento de un fotén de 12,0MeV.

11. ¢Cuadl es la energia que tiene un fotén si su momento es igual al de
un electrén de 3MeV?

12. Una luz monocromética de longitud de onda de 3,004 incide nor-
malmente en una superficie de 4cm? de area. Si la intensidad de la
luz es de 15 X 10~ 2watt/?, determine la razén a la cual los fotones
golpean la superficie.






Capitulo 3

ECUACIONES DE MAXWELL
PARA CAMPOS ELECTRICOS Y
MAGNETICOS
INDEPENDIENTES DEL
TIEMPO

LA ELECTROSTATICA

3.1. Leyes de Maxwell para campos eléctricos y
magnéticos estacionarios

Si los campos eléctrico y magnético permanecen constantes en el tiem-
po, entonces las ecuaciones de Maxwell toman la siguiente forma:

55
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Cuadro 3.1: Ecuaciones de Maxwell para campos estacionarios

Nombre Forma Integral Forma Diferencial
Ley de Gauss para E 7{1?3 0dS =a/e VoE = eﬁ
0
Ley de Gauss para B %Eodgz VoB=
Ley de Faraday - Lenz fﬁod?:o VXxE=0

Ley de Ampére - Maxwell j{ Bodi = Hot V xB= VOT

Lo que conlleva a que los campos eléctrico y magnético se independi-
cen entre si, y se permita su estudio por separado, constituyéndose, por
tanto, las teorias fisicas de la electrostdtica y la magnetostdtica.

%Eodgzq/eo Voﬁzﬁ
) 0 3 [ELECTROSTATICA | (3.1)
74 Eodi=0 VxE=0

jféod§:0 VoB=0

) __}IMAGNETOSTATICA|  (32)
j{Bod?:yoi V x B = uo]

3.2. Electrostatica en el vacio

Como se puede observar en las paginas anteriores, cuando las leyes
de Maxwell se aplican a campos eléctricos y magnéticos estacionarios, es
decir independientes del tiempo, los dos campos se independizan dando
lugar a dos campos de estudio bien diferenciados: la electrostdtica o el
estudio de los campos eléctricos que no varian en el tiempo, y la mag-
netostdtica o el estudio de los campos magnéticos que no varian en el



3.2. ELECTROSTATICA EN EL VACIO 57

tiempo.

En el caso de la electrostatica se puede observar que los campos eléctri-

cos objeto de estudio son campos irrotacionales, (V x E = 5) , con diver-

gencia dada por Vo E = p/e, y que puede determinarse o encontrarse
mediante la ley de Gauss para el campo eléctrico

ja{ EodS = a/e (3.3)

Ejemplo

Calcular el campo eléctrico producido por una carga eléctrica puntual
g, en reposo, a una distancia r de ella. La equivalencia de la ley de Gauss
para el campo eléctrico y la ley de Coulomb para el campo eléctrico.

Figura 3.1: Campo eléctrico de una carga puntual

Solucién Como la carga eléctrica es puntual se puede trazar una esfera
de radio r centrada en la carga. Figura 3.1.
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Se pueden hacer dos consideraciones que no necesitan mayor justifi-

cacion:

1. El campo eléctrico creado por la carga eléctrica tiene direccién ra-

dial, ya sea hacia o desde la carga.

2. Sobre la superficie de una esfera de radio r la magnitud del campo
eléctrico se mantiene constante; es decir que la magnitud del campo
eléctrico sobre la superficie de una esfera de radio r no depende ni
de O ni de ¢, y por lo tanto la magnitud del campo eléctrico depende
solamente de la distancia a la carga, es decir de r, E = E (r). Se dice

que el problema tiene simetria esférica.

Por tanto:
j{ EodS=a/e
7{ E o ndS = a/e,
Por tanto:
74 EdS = 4/
E f dS - Q/Go
E <4nr2> = q/e
Por lo que:

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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Que no es més que la ley de Coulomb para el campo eléctrico, la cual
escrita vectorialmente es:

L1
E= T (3.10)

El rotacional de dicho campo en coordenadas esféricas y atendiendo a
la simetria esférica del problema, es:

- 1 <8 (Epsinb) 8E9>?

~ rsinf do d¢
r \sinf d¢ or
1 /9(rEy) OF,\ ,
+; ( o %) 9
VXxE=0 (3.12)

Por su parte, la divergencia del campo eléctrico producido por una
carga eléctrica puntual es:

VoE = 55 (PE) + g Fosin0) + g as 419
= 1o[,/ 1 g
VoE = 25, {r (471(—:0 72)] (3.14)
Por lo que:

VoE=0sir#0 VoE —ocosir=0 (3.15)
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Lo que significa que, por ser una carga eléctrica puntual, tiene den-
sidad de carga infinita cuando el radio es cero y densidad cero para un
radio diferente de cero Lo que es completamente compatible con la expre-
sién diferencial de la ley de Gauss para el campo eléctrico. Si asumimos
que la carga eléctrica puntual es negativa, su divergencia también es ne-
gativa y podemos afirmar que el campo converge hacia la carga; por el
contrario, si asumimos que la carga eléctrica puntual es positiva, su diver-
gencia también es positiva y se puede decir que el campo diverge desde
la carga. Figura 3.1.

Ejemplo

Campo eléctrico producido por una distribuciéon esférica de carga
eléctrica de radio R y carga eléctrica Q. EI modelo atémico de Thompson.

Figura 3.2: Campo eléctrico interno y externo del modelo atémico de
Thompson
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Solucién El célculo del campo eléctrico producido por la distribucién
esférica de carga eléctrica, requiere que se obtenga el campo eléctrico
para la region interna de la distribucién esférica (r; < R) y el campo
eléctrico para la region externa de dicha distribucion de carga eléctrica
(re > R). Dichos campos deben coincidir en la frontera de las regiones,
que no es mds que la superficie de la distribucién esférica de carga eléctri-
ca (r = R), pues la situacién debe tener una solucién continua, es decir,
E,, = E,, parar; = r. = R. Figura 3.2.

Campo eléctrico para r; < R. Para aplicar la ley de Gauss para el
campo eléctrico se debe poder calcular dos cosas:

1. El producto punto dE o dS. Teniendo en cuenta nuevamente la si-
metria esférica del problema, sabemos que Ey ds tiene direccion
radial y, por tanto: E o ds = Eds.

2. La carga eléctrica contenida en la esfera de radio r;. La densidad vo-

Q

lumétrica de carga eléctrica es 0 = =, multiplicada por el volumen

de la esfera de radio r; da la carga contenida en el volumen V;.

3 = oV, (316)

4
" (57”?> o
5= () (318)

Considerando la ley de Gauss para el campo eléctrico sobre la esfera
de radio 7;, se tiene:

j{ E odS =1 (3.19)
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o Q (3
EZSZ = GOW (1"1'> (320)
Q
= - 21

Puesto que # es constante y 0 < r; < R, el campo eléctrico al
interior de la distribucién esférica de carga eléctrica de radio R varia de
forma lineal, y = mx, desde el centro de la esfera hasta la superficie de
la misma. Figura 3.3

Figura 3.3: Comportamiento del campo eléctrico producido por el modelo
atémico de Thompson

Campo eléctrico para r, > R. Obviamente, aqui sigue siendo valida
la simetria esférica del problema, pero la carga eléctrica contenida en la
esfera de radio r, es Q, puesto que, en la regién comprendida ente r, y
e NO existe carga alguna; es decir que g, = Q.

Por tanto:
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7{ E,0d8, =1 (3.22)
Se €0
EESE - 9 (3-23)
€0
_Q
‘= Trer? (3.24)

Se observa que, el campo externo a la distribucién esférica de carga
eléctrica varia segtn la ley de Coulomb, lo que permite afirmar que una
distribucion esférica de carga eléctrica acttia hacia el exterior de ella como
si fuera una carga puntual de carga eléctrica Q colocada en el centro de
la esfera. (Igual afirmacién puede hacerse sobre una distribucién esférica
de masa). Por ello es posible aplicar la ley de Coulomb a un sistema
de dos esferas cargadas eléctricamente. (Igualmente, por ello, es posible
aplicar la ley de gravitaciéon universal de Newton a un sistema tierra -
luna, consideradas ambas como esferas).

Q

TTEQ
eléctrico al exterior de una distribucién esférica de carga eléctrica varia

con el inverso del cuadrado de la distancia; es decir, una variacion de la
forma y = ki

Puesto que

es constante y 0 < r, < o, se ve que el campo

Sin embargo, para la situacion que se esta tratando puede verse que
E; = E, parar; =r. = R, y por lo tanto la variacién del campo eléctrico
para una distribucién esférica de carga eléctrica es tal como se muestra
en la figura 3.3.

Como puede verse, el campo eléctrico producido por la distribucién
esférica de carga eléctrica no es lo suficientemente fuerte para produ-
cir desviaciones de 180° en las particulas alfa («), tal como lo encontré
Rutherford en su famoso experimento de la ldmina de oro con el que
estableci6 su modelo planetario del 4tomo.

¢(Cémo se comporta un electrén insertado en la distribucion esférica
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de carga eléctrica a una distancia r; del centro de la esfera?

Puesto que
F=gE (3.25)
y
_ Q .
Ei = W?’ﬂ"i (326)
Entonces 0
- e A
F = —Wﬂ'lri (327)

La cual es una fuerza que obedece la ley de Hooke, es decir de la

forma F = —kx, puesto que es constante.

471epR3

Por tanto, un electrén insertado en la distribucién esférica oscilara con
frecuencia

(3.28)

=_ = 3.29
w 47tegm,R3 (3:29)

Frecuencia que es la misma para cualquier distancia desde el centro
de la distribucion esférica en que se encuentre el electrén. Es decir, que en
el modelo atémico de Thompson para el atomo de hidrégeno el electron
oscila con una tnica frecuencia, lo que significa que el modelo atémico de
Thompson para el &tomo de hidrégeno no puede explicar las series espec-
trales del hidrégeno, aquellas “rayas brillantes” emitidas por el hidrégeno
al ser sometido a la accién de una llama. Conocidas desde los afios se-
senta del siglo XIX gracias a los trabajos espectroscépicos de Kirchhoff
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y Bunsen y para las cuales en 1885 el matemaético y fisico Johann Jakob
Balmer (1825-1898), “profesor de matematicas de una escuela de chicas
de Basilea que también daba, de vez en cuando, clases en la universidad
local” (Sdnchez Ron), establece mateméticamente la férmula para la serie
que hoy en dia lleva su nombre, la serie de Balmer.

A=B (%) B = 364,56 nm n, menteros n >m (3.30)
m2 —n

3.3. La ley de coulomb para el campo eléctrico
entre cargas eléctricas puntuales

Cuando se estudi6 la equivalencia entre la ley de Gauss y la ley de
Coulomb para el campo eléctrico, se establecié6 que la ley de Coulomb
para el campo eléctrico producido por una carga puntual g es:

- 1 g
E = —7 3.31
4eg 2" 331

donde r es la distancia desde la carga eléctrica q hasta el punto P
donde se quiere encontrar el campo eléctrico, y 7 es el vector unitario que
sefiala la direccion desde la carga eléctrica hacia el punto en cuestién.
Figura 3.4

Puesto que

(3.32)

-
Il
==y
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—

p E

r
2
r

o
q
Figura 3.4: Campo eléctrico producipo por una carga eléctrica puntual

cuando la carga se encuentra en el origen

Entonces el campo eléctrico producido por una carga eléctrica pun-
tual, puede también escribirse como

uptl
I
=l

(3.33)

2l

47e

Ya

—
X

Figura 3.5: Campo eléctrico producido por una carga eléctrica puntual
cuando la carga se encuentra por fuera del origen
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Si se considera el campo eléctrico creado por una carga eléctrica pun-
tual desde un marco de referencia cuyo origen no coincida con la carga
eléctrica (ver figura 3.5), entonces:

F+7=" (3.34)
F=F —7 (3.35)

El campo eléctrico queda, por tanto, como:

- 1 q
E = 7 (3.36)
Arteg 7 — 7|
Pero
. T —T7
7 — 7] (3.37)
Por lo que

1 q(f—To)
dreq |7 — 7l

E— (3.38)

Si en el punto donde se calcula el campo eléctrico se coloca una carga
eléctrica Q, y se mide la fuerza sobre ella debida a la carga eléctrica q
entonces, dicha fuerza viene dada por:

F=QF (3.39)

Por lo que la fuerza eléctrica entre dos cargas eléctricas puntuales
queda expresada como:
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1 4Q,

L=
47eq 12

(3.40)
La expresion anterior es la ley de Coulomb para la fuerza eléctrica

entre dos cargas eléctricas puntuales, la cual tiene las siguientes carac-
teristicas:

1. La fuerza eléctrica que Q ejerce sobre la carga eléctrica g es de igual
magnitud y de direccién opuesta a la fuerza ejercida por la carga
eléctrica g sobre la carga eléctrica Q. Es decir:

|Foq| = [Fyg (3.41)

Fo, = —Fy0 (3.42)

2. Las dos fuerzas se encuentran sobre la linea de accién, es decir,
sobre la linea que une a las dos cargas.

3. Las fuerzas pueden ser de atraccién si las cargas eléctricas son de
signo contrario o de repulsién si las cargas eléctricas son del mismo
signo.

En el caso del sistema de referencia cuyo origen no coincide con la
carga q, la fuerza eléctrica entre las cargas eléctricas queda determinada
por:

47Te |71 — 7o

En cuanto a las unidades para el campo eléctrico, desde la definicién
de la fuerza eléctrica como el producto del campo eléctrico por la carga,
se obtiene que las unidades de campo eléctrico son:

(3.44)
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3.4. Campo eléctrico producido por un sistema
N cargas eléctricas puntuales

Ml

qy Ty P

i

4z

¥ 0n

Figura 3.6: Campo eléctrico producido por un sistema de N cargas eléctri-
cas puntuales en un punto P

El campo eléctrico producido en algtn punto P del espacio por una
distribucién de N cargas eléctricas, es la suma de los campos eléctricos
producidos por cada una de las N cargas eléctricas. Figura 3.6.

E=E +E+E3+---+E, (3.45)

Donde E; es el campo eléctrico producido por la carga 1, r la dis-
tancia desde el origen hasta el punto donde se esta calculando el campo
eléctrico, r1 la distancia desde la carga g1 hasta el punto donde se esta
calculando el campo eléctrico, r} la distancia desde el origen a la carga
q1, y asi sucesivamente.

De tal forma que
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1
ey
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(3.46)

il
I
=l
|

S

Por lo tanto, el campo eléctrico E producido por las N cargas eléctricas
puntuales en el punto P viene dado por:

E_ 1 g (F—7)) 1 g2 (F—7%) 1 qg,(?—703)+
e fon o o i gl

> o (3.47)
o 1 gn(F—7¢)
~ |3
e [p 7]
Que se puede escribir como:
n 2 2n
Eo_t In (7= 76) (3.48)

e = |7 — 7o)

De hecho, si se coloca una carga eléctrica Q en el punto P, la fuerza
eléctrica sobre ella producida por las otras N cargas es:

P Q ¢ qn(?_?(?)

e = |7 —7r )

(3.49)

Ejemplo

Cargas puntuales Q1 = 5uCy Q2 = —4uC estan localizadas en (3, 2, 1)
y (—4, 0, 6), respectivamente. Determine la fuerza sobre Qj.
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Si se coloca la carga Q1 en la posicién 71, entonces:

1 Q1Q2 (11 — 7o)

F
dmey |7 — 7|?

1 10Q2((3,2,1) = (=4,0,6)]

F=
dreg  [(3,2,1) — (—4,0,6)
drey  |(7,2,—5)]°
1_:-’ o 1 QlQZ (7/ 2/ _5)
- 3

T (Vo e+ o)

1 (5x107°C) (—4 x 107°C) (7,2, -5)
47T€) (\/7_8>3

F=

Si las distancias rp y r1 estdn dadas en metros, entonces la fuerza esta
expresada en Newton, como puede comprobarse facilmente.

Se puede notar que la fuerza anterior también puede escribirse como:

1 (5%x107°C) (-4 x1076C) (7,2, -5)
471€0 <\/7_8>2 <\/7_8>

F=

Donde:

— 7 (3.50)
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Por lo que:

1 (5x107¢C) (—4 x 107¢C) ,
2
47eg (\/7_8)

F=

Que es la forma més familiar de la ley de Coulomb para la fuerza
eléctrica.

Ejemplo

Figura 3.7: Configuraciones de tres cargas eléctricas puntuales para el
ejemplo 3.4.2

La figura 3.7 muestra tres particulas cargadas eléctricamente, mante-
nidas en su lugar por fuerzas no mostradas. ;Qué fuerza electroestética,
debido a las otras dos cargas, acttia sobre g1, si g1 = —1,2uC, q2 = 3,7uC.
q3 = —2,3uC, ri2 = 15cm, r13 = 10cm y 6 = 32°7?
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Puesto que:
n 7 n
E_ 1 qn (7 =7§)
- — — 3
4rtey = |r — 7y
Entonces:
F_ - e (T )
F= 3
4rey /= |7 — 7l

De accuerdo a la figura 3.4.2.1, se tiene que:

7=(0,0) 7¢=(150) 75 = (10sin32°10cos32°,0)

‘r—ro‘ =15 ‘r—ro‘ =10

Por lo que:
B T12x 107°C (3,7 x 107°C [(0,0) — (15,0)] N
N 47req 153
—2,3 x 107°C[(0,0) — (10sin32°,10 cos 32°)]
103
B 12X 107°C (3,7 x 107°C[(15,0)] N
n 47'[60 153

—2,3 x 107°C [(10sin 32°,10 cos 320)])
103

73



74 CAPITULO 3. CAMPOS INDEPENDIENTES DEL TIEMPO

7 (L2x1076) (3,7 x 1076C?) 1 . (1,2x107°) (37%x107%)C? 0 ,
N 47eq 152 47req 155/
(1,2x107%) (23 x107%) C?sin32°, (1,2x107°) (2,3 x 107°) C?2
* 47e 102 4rteq

2°,
%j Newton

Esto significa que la fuerza sobre la carga g1 ejercida por las otras dos
cargas, tiene como componentes:

B (1,2x107°) (3,7 x10°°C?) 1 N (1,2x107%) (2,3 x 107°) C?sin 32°
o 471€) 152 471e 102

2 (1,2 x 1076) (2,3 x 107°) C? cos 32°
y— 47e) 102

Se puede observar que el resultado obtenido puede derivarse median-
te la descomposicion de las fuerzas Fi2 y Fi3 en sus componentes y des-
pués realizar la sumatoria en la direcciéon X y en la direccién Y, como es
usual.

Ejemplo

Cargas puntuales 5nC y —2nC estdn localizadas en (2, 0, 4) y (-3, 0, 5),
respectivamente. Encuentre el campo eléctrico E en el punto (1, -3, 7). Si
en dicho punto se coloca una tercera carga eléctrica de 1nC, ;Qué fuerza
electroestatica se ejerce sobre ella?. Ver figura 3.8

n

1 &ogn(F—T73)

=
— — 3
4rteg ;= |7 — 7
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w
-

v
Qi

w =

| Fffﬂﬂ? 3431
Figura 3.8: Esquema para la solucién del ejemplo 3.4.3

Entonces:

F_ Ty (T T)
dreg = |7_?0n3

i Cuﬁw9+@w—%v

SN

E=

1 (5x107°C[(1,-3,7) — (2,0,4)] L o2 10-°C[(1,-3,7) — (—3,0,5)]
471eq (1,-3,7) — (2,0,4)|° 1(1,-3,7) — (=3,0,5)

F_ L (5% 107°C(-1,-3,3) —2x1077C(-2,-3,2)
4reg (1,-3,3) (=2,-3,2)
F_ 1 [5x 107°C(-1,-3,3) N —2x107°C (4,6, —4)

el (v (vir)
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1079C [ (=5,—-15,15) (4,6, —4)
o (ve) (i)

E=

10-9¢ [ (VI7)’ (-5,-15,15) + (V19)” (4,6, ~4)

E= 47e 3 3
A
B 10-°C <\/ﬁ>3 (=5,—15,15) + <\/1_9>3 (4,6, —4)
47eq (\/@)3
5 107°C [ (=19,18,—55447, =720,01)

4rteq ( /—323> 3
Nuevamente si las posiciones estdn dadas en metros, el campo eléctri-

co estard medido en metros, el campo eléctrico estard medido en Newton/c.

La fuerza ejercida sobre la carga de 1nC, se obtiene multiplicando el
campo eléctrico por la carga; es decir:

10718C [ (19,18, —554,47, —771,01)
3
47te < /—323>

Newton

F=

Nuevamente, esta fuerza puede escribirse como:

o 1018
F=10C

4rreo (@)2
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Taller

1. Cargas eléctricas puntuales de 30nC, —20nC y 10nC estan localiza-
das en los puntos (-1, 0, 2) y (1, 5, -1), respectivamente.

a) Determine la fuerza eléctrica sobre una carga eléctrica puntual
de 1nC en el punto (1, -3, 7).
b) Encuentre el campo eléctrico en el punto (1, -3, 7).
2. Dos cargas eléctricas puntuales de igual masa m y carga Q, estan

suspendidas de un punto comun por dos hilos de masa despreciable
y longitud L.

a) Mostrar que la carga Q estd dada por:

Q? = 167egmgl? sin” a tan w
Donde « es el angulo formado por cada hilo con la vertical.
(Sugerencia: Considere el sistema en equilibrio).

b) Muestre que si &« es muy pequefio, entonces

Y %

167tegmgl?

§ = (3.51)

Figura 3.9: Célculo de la carga eléctrica y el dngulo formado para que el
sistema se encuentre en equilibrio
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3. Cargas puntuales de 5nC y 2nC estan localizadas en (2, 0, 4) y (-3,
0, 5), respectivamente. Encuentre el campo eléctrico E en el punto
(1, -3, 7). Si en dicho punto se coloca una tercera carga eléctrica de
1nC, ;Qué fuerza electrostatica se ejerce sobre ella?

3.5. Campo eléctrico producido por una distri-
bucién continua de carga eléctrica

Para un sistema de N cargas eléctricas puntuales se dijo que el campo
eléctrico producido en algtun punto P del espacio, estaba dado por:

Si se considera que el ntimero de cargas eléctricas es infinito (n — o0),
entonces se debe considerar un elemento infinitesimal de carga eléctrica
(dq) para que actie como una carga eléctrica puntual. Por tanto:

E= 3.52
471eq = }?_ —’(1)1 3 ( )
- 1 & pidi (7—7F)
E=r =) =0 (3.53)
0,21 |F—7
Fo_ L [pdi(7 20> (3.54)
4rteq Ji ‘,—;_ 7&

Donde i = L, SoV, y por tanto p; = pr, ps, 0po ya sea que se trate
con una distribucién lineal, una distribucién superficial, o una distribu-
cién volumétrica de carga eléctrica, y d; = d;, ds o d,, es decir, un elemen-
to diferencial de linea, de superficie o de volumen.
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_dqg
i = (3.55)

En la integral. el vector 7 es el vector que posiciona el punto donde
se quiere hallar el campo eléctrico y, por tanto, r es la distancia, desde la
distribucién continua de carga eléctrica, hasta el punto donde se quiere
calcular el campo eléctrico. El vector 71 es el vector que se direcciona
desde el elemento diferencial de carga eléctrica hasta el punto donde se
estd calculando el campo eléctrico. Ver figura 3.10 por ejemplo.

Figura 3.10: Distribucién lineal de carga eléctrica

Obsérvese que, si consideramos que 7 — 7y = R, entonces la integral
para el campo eléctrico se puede escribir como:

> 1 dL 4

E= Py “R—ZR Para una distribucién lineal de carga (3.56)
- 1 0dS - e -
E= —5-R  Para una distribucién superficial de carga (3.57)

4rteg )] R2
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- 1 av
E= (‘b—R Para una distribucién volumétrica de carga (3.58)
4meg ) RZ2
Ejemplo

Campo eléctrico creado por una distribucién lineal infinita de carga
eléctrica, a una distancia z, y con densidad lineal de carga eléctrica A.
(Coordenadas rectangulares)

Segun la figura 3.10
F=zk Fl=yj F-rl=zk—yj (3.59)
Por tanto:
.1 dL (7 -7}
E— /pL (7 370) (3.60)
o [z

Por comodidad y para no confundir la coordenada p con la densidad
lineal de carga py, se tomara p; = A.

[ / it (Zf{ _ yf) (3.61)
L

47teq 3

~ ~

zk —yj

E= 2 / R / 5 ge
ey ) Zk—yj ey | Zk—y]‘

La segunda integral se reescribe como
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. .
/ Ay yA?JZ/ : L ?/2 7 (3.63)
—oo |zk — ] —oo (22 = y?)
Utilizando el cambio de variable z2 + y*> = U, se tiene que dU = 2ydy,
y, por tanto:
/ —Aydyﬂj:%/ u~—24qu;j (3.64)
o [k -y o
R A S YA L
[Tt o5
— |zk — yj
T oydy R R
[ @) ) e e
—o |zk —yj —c0

Lo que significa que el campo eléctrico creado por la distribucién li-
neal infinita de carga con densidad de carga eléctrica A, no tiene compo-
nente horizontal.

La primera integral puede ser escrita como:

oo zdy 4 ® dy z A
= k= - (3.67)
[oo (z+ y)3/2 [oo (22 + 1) (22 +42)'

Obviamente:

»ﬂ

——  =cosf (3.68)
(2 +y2)"
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Por tanto:
[eS) Zdy X () dy A
= k= — ok 3.69
/oo (z— y)S/Z /oo @) 09
Pero:
y = ztanf dy = zsec® 0d0 (3.70)
Luego:
[e) /2 2
/ zdy 3/212 _ / ZZS€C2—96C(’592,1912 (3.71)
Lo (z— ) _np Zotan” 0 +z
0 n/2 2
Lyg;z _ Zoec f cosf ot (3.72)
e (2= ) /2 o 2% (tan?6 +1)
o 1 s
/ =y 3/2}} == / cos 046k (3.73)
0 (2 —Y) -n/2
~ d ~ 1 T 7
/ —( z y)3/2k = [sin 0] 7/i/zk (3.74)
- (Z—VY
/ Lyg);g _ 2 (3.75)
. 2oy 2
Por lo que:
E--t ¢ (3.76)

27T€02Z
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Ejemplo

Figura 3.11: Distribucién plana de carga eléctrica

Campo eléctrico creado por una distribucién plana infinita de carga
eléctrica con densidad ps, utilizando coordenadas rectangulares.

El elemento diferencial de carga eléctrica estd constituido por una tira
infinita de carga eléctrica y de ancho dy, con lo cual se puede aprovechar
el resultado encontrado para la linea infinita de carga eléctrica, ver Figura
3.11

dA

dE = 7
27T€QT !

(3.77)

La densidad superficial de carga eléctrica la denotaremos como ps = o,
y, ademas:

F=zk TFi=vy] F-7l=zk—y/ (3.78)
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d/\:d_q d,\:UiS d}\:M

= v
i i i dA = ody (3.79)

Por tanto:

[ / o (le _ yj) (3.80)

= 0 OozdyA_ Ooydy¢
E_Zneo (/_OOZZerZk /_oozz+y2] (3.8

De la primera integral se obtiene:

/ _zy 1 / 4y (3.82)
2142 2 :
o 2Ty zZ ) & 14 y_z
z
Haciendo v/z = tan 0 se tiene que y = z tan 6, y por lo tanto dy = z sec? 0d0,
luego:
© zdy “ sec?0do
- = —_— 3.83
/oo 22 4 y? /001+tan20 (3.89)
z
- zdy 2 sec?0do
- = — 3.84
[oo 22+ y? /__771+tan29 (384)
2

00 J 7'(/2
Z
—oo —7m/2
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® zd T
/ ] +yy2 -2, (3.86)
Oo zdy

En cuanto a la segunda integral, tenemos que haciendo U = 22 + 2,

dU = 2ydy, se obtiene:
OO ydy “1du
[oo Zz+y2_[oo EU (388)

* ud 1 y=o00
/ zzy+yy2 = ln [zz n y2L__oo (3.89)

Esta es una integral impropia y para verificar su convergencia o no, se
utiliza el siguiente criterio

Criterio. Si f(x) es una funcién continua para todos los valores de x,y c es
cualquier niimero real, entonces

/O:of(x)dx = lim /acf(x)dx + lim /bcf(x)dx

a——0o0 b—o0

Si los dos limites existen

e g
+ lim %ln [ZZJ“ yz]}i:w |

A——00 =0
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%ln [zz +y2}yzo_ooo = %ln [zz} — %ln [zz—i—oo} + %ln [zz+oo]
y i lln [ZZ] (3.91)
2
[ +y7] =0 (3.92)
Por tanto:
E= %k (3.93)
Ejemplo

Campo eléctrico creado por una distribucién plana infinita de carga
eléctrica con densidad ps, utilizando coordenadas cilindricas. Figura 3.12

N
Ny AV

Fy
k j )
I o !
-'_-\_ —— r-l.
& w e
’ i
F. ~
’
.

7

/ .
y 4
Iy

Figura 3.12: Distribucién plana de carga eléctrica en coordenadas cilindri-
cas
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Sea dQ = ¢dS, donde o = p;. Entonces la ley de Coulomb para el
campo eléctrico creado por el elemento de carga dQ es:

E= 7dS (7 730> (3.94)
drey fo | r*l‘
0

Donde:

L1 [opdpdg (zk—pp)
EF= 7 (3.95)
s (22 -p%)

j— (/ zpdodg k_/—pzdpd(” ) (3.96)
dreo \ Js (22 + p2)°/ S(zz+p)/2

En cuanto a la primera integral tenemos:

zpdpd dod
/ pdp 40/2 / / __pdpdg qv (3.97)
s (2% +p?) (2 +p2)”

/ dePd(I;/ :271_2/ pdp ey (3.98)
s (224 p2)7? 0 (224 p2)7?

Haciendo el cambio de variable U = z2 + p2, dU = 2pdp se tiene que:

/ %‘l(’g/ — 1z / u->/2qu (3.99)
5 (224 p2)
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s (22 + p?) 2

Aplicando el siguiente criterio para las integrales impropias, se tiene:

[ee]

(22 +6%) : 1/2] (3.100)
0
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Criterio.
" f)dx = 1im [ f(x)d
| e = tim [ fx)dx
Si este limite existe
-1/ *© -1/ b
—2nz <z2 + p2> = bh_r)go —27z <22 + p2> (3.101)
0 0
-1/ « -1/
—27z <z2 + p2> ] = lim —271z (zz + bz)
— 0
(3.102)
~1/2
— lim —27z <22 + 0)
b—0
~1/2 ®©
2z (z2 +p2) ] - <0 - %) 271z (3.103)
0
~1/p o
2z (zz n pz) ] — 2o (3.104)
0
Por lo que:
/ %‘19’;/ — 2 (3.105)
5 (22 4p2)?

En cuanto a la segunda integral existe el inconveniente de g el cual no
es un vector constante, pues depende de ¢. Pero sabemos que:
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A

p= osq)+]sm(p

(3.106)

Donde 1 y j si son vectores constantes, es decir, no dependen ni de p

ni de ¢. Por tanto:

) 2
/ pdpdg 5 / / dp (P (1 cosg+jsing)  (3.107)
s (22 + p?) /2 (22 +

/ p*dpde 5 / / p cos godpdq)A
(22 +0%) /2 (2 +%) (3.108)
/ / p?sin godpd(p]A
(22 +p?) 3/2
/ p*dode 5 / / p*dp | smq) 0 podp[singly” -
/2
(2% +p?) (2% +p?)
- (3.109)
/ / p~dp [— cos (P]o 7
(224 p?)
p>dpdg
—3/(3 =0 (3.110)
s (224 p2)7?
Luego:
E= e (2nk n 0p) (3.111)
E="4% (3.112)
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Taller

1. Hallar, utilizando la ley de Gauss, el campo eléctrico producido por:
a) Una carga lineal infinita y con densidad de carga eléctrica lineal
A.

b) Un plano infinito cargado eléctricamente con densidad de car-
ga superficial p.

¢) Una distribucién superficial de carga eléctrica cilindrica de ra-
dio r, longitud infinita y de densidad constante p.

d) Un disco cargado eléctricamente, a una distancia » de su centro

y sobre su eje central.

2. Hallar, utilizando la ley de Coulomb, el campo eléctrico producido
por:

a) Un anillo cargado eléctricamente, a una distancia r de su centro
y sobre su eje central.

b) Un disco cargado eléctricamente, a una distancia r de su centro
y sobre su eje central.

c¢) Por una esfera maciza cargada eléctricamente con densidad de
carga volumétrica o.

3. Sobre una capa esférica de radio r, se tiene una distribucién super-
ficial de carga eléctrica uniforme :

o = 1C/cm? (3.113)
Calcular:

a) La carga total en la capa semiesférica.

b) El campo eléctrico en el centro de la capa semiesférica.
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3.6. Potencial eléctrico creado por una carga
eléctrica puntual

Puesto que el campo electroestatico creado por una carga eléctrica
puntual es irrotacional, (V X E = 0), lo que lo hace un campo conserva-
tivo, se le puede asociar un campo escalar, (V), el cual serd su potencial,
de tal forma que:

—-VV =E (3.114)

AV 19V 1 vy o

Recordando que el campo electroestatico creado por una carga pun-
tual tiene simetria esférica, es decir no depende de 0 ni de ¢, entonces el
potencial asociado a él debe tener la misma simetria, con lo que:

—r— = ———F (3.116)

=717 (3.117)
Entonces:
qg ("1
V=-———"" —d 11
41tey Jry 12 g (3.118)

v=_1 {—117 (3.119)
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49 [ 1 1
V= 4%0[ r+rO] (3.120)

V representa la diferencia de potencial entre los puntos r y ro, es decir:

V=V -V, (3.121)

Si a Vp se le asigna el valor de cero (0), entonces podemos hablar del
potencial electrostatico en el punto r.

_q
= treer (3.122)

El campo escalar V, se llama el potencial electrostético creado por una
carga eléctrica puntual, y sus unidades son;

Nm? C
Vpks = 2 m (3.123)
Vimks = ]ouTles = Voltio (3.124)

Notese que el potencial electrostatico tiene unidades de energia por
unidad de carga eléctrica, por lo que se puede definir la energia potencial
electrostatica como la energia necesaria para llevar una carga eléctrica gqo
desde el punto r9, donde se ha tomado el potencial electrostatico como
cero (0), hasta el punto r como:

_ 940
F= Irecr (3.125)

La energia potencial electrostatica y la fuerza electrostdtica produci-
da por una carga eléctrica puntual cumplen la misma relaciéon que hay



94 CAPITULO 3. CAMPOS INDEPENDIENTES DEL TIEMPO

entre el campo electrostatico creado por una carga eléctrica puntual y el
potencial electrostatico, es decir:

—VUg=F (3.126)

Si el potencial electrostético se calcula desde un marco de referencia
cuyo origen no coincide con la carga g, entonces se tiene:

F47y="7 (3.127)
7= —7 (3.128)

El potencial electroestédtico queda, por tanto, como:

1 q
— Y 3.129
drte |7 — 7 ( )

El potencial electroestético producido por una distribucién de n cargas
puntuales es:

V=Vt Vot Vot -+V, (3.130)
1 71 1 q2 1 q3
V= + +
Areg |7 — 73|  4meo |[F—TF2|  4meo |[F—73| (3.131)
1 Gn )

_ 1 &
= e n; 7 (3.132)
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Donde, nuevamente, 7 es el vector que va desde el origen al punto
donde se esta calculando el potencial y 7}’ es el vector que va desde el
origen hasta la carga n.

Ejemplo

gy ) i
i Fi i 1
S 3 b R L 1 | |
i SN L

NG ] A =g, |
LTE B L ¥ i s R |
i i ...i-.:}‘r"’ IR R 3
! | =R
v caia
X H 6.1.1

"g'fﬁ‘ 3.0.1

Figura 3.13: Configuracion para la solucién del ejemplo 3.6.1

Tres cargas puntuales g1 = 1mC, g2 = —2mC y g3 = 3mC estén, res-
pectivamente, localizadas en los puntos (0,0,4), (-2,5,1) y (3,-4,6).

1. Encontrar el potencial eléctrico en el punto P(—1,1,2).
2. Calcular la diferencia de potencial Vpg si el punto Q es (1,2,3). Ver

figura 3.13.

Solucién
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yo Ly (3.133)
e = - 75
1 q1 q2 g3
V= 3.134
Treg (\7_7g\+\7_7g\+|7_703| (3.134)
_ 1 1mC B 2mC
"~ 4mep \|(-1,1,2) — (0,0,4)] [(—1,1,2) — (=2,5,1)]
3mC
1
i e ge)) O
1 1mC 2mC
V= —
e \ V(-1 + 12+ (=22 V(1P + (-4 +17)
+ 3mC (3.136)
V(=4)2 5%+ (—4)?)
1 1mC 2mC 3mC
= — + 3.137
e (Ve ™ i 7 (3137
1
= (0,334 X 1032) (3.138)
471€) m
Teniendo en cuenta que:

CZ

[GO]S.I = W (3139)
Se tiene que:

-3

y = 933X A0 o (3.140)
47€)
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2. El potencial en el punto Q es:

1 & In
V =
47teg Z

n=1 ‘7_ 761

1 1mC 2mC

V= 47t (|(1,2,3) —(0,0,4)]  [(1,2,3) = (=2,51)

n 3mC
1(1,2,3) — (3,—4,6)|
1 1mC _ 2mC
dreg \ /12 =22 — (=1)2 /(32— (-3)? - 22)
3mC
+
V2P == (=3
1 (1mC B 2mC N 3mC)
drtep \ V6 V22 V49
v b (0,41 X 10—39)
47T€) m
-3
V= MVOZHOS
47e
Por tanto:
103 41 x 1073
Vg = 222X 10 7 s — 9L X107 o

47Te TT€Q

97

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)
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76 x 1073
V:0,0 6 x 10

4req Voltios (3.149)

Obsérvese que:

Vpo = —Vpg (3.150)

Lo que significa que, si una particula viaja desde P a Q, la particula
pasa de un punto de mayor voltaje a uno de menor voltaje y por tan-
to pierde energia, lo que es lo mismo que decir que el campo eléctrico
establecido entre los puntos realiza trabajo sobre la particula, en caso
contrario, un agente externo tiene que hacer el trabajo sobre la particula.

Sila particula es un electrén y la diferencia de potencial es de 1 Voltio,
se define la energia ganada (o perdida) por el electrén como 1 electrén
voltio (1eV).

1eV = 1,6 x 10~ Joules (3.151)

Ejemplo

1. Muestre que el potencial eléctrico creado por un dipolo eléctrico en
un punto P a una distancia r de su centro viene dada por: Figura
3.14

v 1 pcost

= e g2 (3.152)
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P
Y
?1

q .

- T
?
6 2
N
d
/ *
T2-T1

Figura 3.14: El dipolo eléctrico

2. Halle el campo el campo eléctrico creado por el dipolo eléctrico en
el punto P.

El potencial eléctrico de un dipolo, esta dado por:

V= y (3.153)

Puesto que se conocen los vectores de posicién de cada una de las
cargas:

Yy 2 (3.154)

yo_ L <i - i) (3.155)
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v=1 (r2_”ﬁ> (3.156)

" 4mey \ 1

Si r, — 1 es muy pequeiio, es decir si d K r entonces se pueden asu-
mir las siguientes aproximaciones:

cosf = 2 ; n (3.157)

rp —1r1 = dcosf (3.158)
rary = 1’ (3.159)

. q dcos

= < > ) (3.160)

Puesto que la magnitud del momento dipolar se define como p = qd,
en donde d es la distancia que separa las cargas, entonces:

1 p cos f
V = 161
471e) ( r2 ) (3.161)

Para hallar el campo eléctrico del dipolo basta con calcular el gradiente
del potencial eléctrico, el cual es independiente de ¢:

E=-vVv (3.162)
Como el gradiente en coordenadas esféricas viene dado por:

gy 10V, 1 v,

ar  r df rsinf %(P (3.163)
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1 pcost 1 pcost
I 4dmey 12 1 I dmey 12 A
vV s 2 o

= P+ = .164
ar e r a0 (3-164)
Por lo que:
vy P20y, L sinb), (3.165)
47teq 3 r 2
__P 5 im0
VV = e [—2cos 07 — sin 66)] (3.166)
Por tanto:
= p N . A
= — 06 167
E T [2.cos 07 + sin 66| (3.167)

Un dipolo eléctrico estd constituido por dos cargas eléctricas iguales,
g, pero de signo contrario, separadas por una distancia d pequefia res-
pecto al punto donde se considere su potencial eléctrico. Su momento
dipolar inducido, p, se define como el vector que se direcciona desde la
carga positiva a la carga negativa, y tiene como magnitud el producto
entre el valor de la carga eléctrica y la distancia que las separa.

7=qd (3.168)

Un dipolo eléctrico que oscila es una fuente de ondas electromagnéti-
cas, y pueden retrasmitirlas, como sucede con las antenas de radio, y
también son importantes en el calentamiento de alimentos en el horno
microondas.

En algunos materiales, como el agua, sus moléculas son dipolos na-
turales, pero en otros los dipolos pueden ser inducidos por medio de
campos magnéticos.
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Taller

1. Dos protones en el nticleo de un dtomo de U??8 estédn a 6,0 fm el uno
del otro. ;Cudl es la energia potencial, asociada a la fuerza eléctrica
que actta entre estas dos particulas?

2. Si se asume que en el sistema de cargas puntuales de la figura
3.13, las distancias entre las cargas son iguales y valen d = 12cm,
y que g1 = +q, g2 = —4q y q3 = +2q, donde g = 150nC ;Cudl es
la energia potencial del sistema?

3. Dos superficies conductoras planas y paralelas separadas 1,0cm en-
tre si, tienen una diferencia de potencial de 10,3kV. Un electrén es
proyectado directamente de una placa hacia la otra. ;Cual es la ve-
locidad inicial del electrén si llega al reposo justo en la superficie de
la segunda placa?

4. La diferencia de potencial eléctrico entre puntos de descarga duran-
te una tormenta eléctrica es de 1,23 X 10°V. ;Cudl es la magnitud
del cambio en la energia potencial eléctrica de un electrén que se
mueva entre estos puntos? Dé su respuesta en

a) Joules.

b) electrén-voltios.

5. Tres cargas eléctricas estdn en reposo tal como se muestra en la
figura 3.15 Taller. Determine el valor de la distancia x para que la
energia potencial eléctrica del sistema sea cero.

q1 qz qs3
25.5nC 17.2 nC -19.2 nC
o @ O

I—?'12=14-.6t:m _l— 33 =X —I

Figura 3.15: Configuracion para el ejercicio 2 del taller
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6. Dos placas conductoras paralelas y grandes, estan separadas por
12cm y portan cargas iguales pero opuestas sobre las superficies
que estdn encaradas. Un electrén situado a medio camino entre las
dos placas experimenta una fuerza de 3,90 X 10'°N.

a) Calcule el campo eléctrico en la posicion del electron.

b) ¢Cudl es la diferencia de potencial entre las placas?

7. El radio de un ntcleo de oro es de 7,0 X 10~ °m y el nimero atémi-
coZes79.

a) ¢Cual es el potencial eléctrico en la superficie del nticleo?

b) Calcule el gradiente radial del potencial, en V/u, en la superficie
del ntcleo.

8. En el modelo atémico de Rutherford el potencial eléctrico a una
distancia r del centro del d&tomo esta dado por

o Ze (11 r?
~ 4meg \r 2R 2R3
Muestre que el campo eléctrico en este modelo a una distancia r del
centro viene dado por:

= Ze 1 1
E=—|(5—= |7 3.169
47eq (rz R3) ' ( )

3.7. El potencial electrostatico producido por
distribuciones continuas de carga eléctrica

Para un sistema de N cargas eléctricas puntuales se dijo que el po-
tencial electroestatico producido en algtn punto del espacio, estaba dado

por:



104 CAPITULO 3. CAMPOS INDEPENDIENTES DEL TIEMPO

1 &
= e HZ:l 7 (3.170)

Si se considera que el namero de cargas eléctricas es infinito (n — o),
entonces se debe considerar un elemento infinitesimal de carga eléctrica
(dq) para que acttie como una carga eléctrica puntual. Por tanto:

V= 47;0 ,gl ]?Fid;g] (3.171)
el

O simplemente:
V= 4;60 i P irdi (3.174)

Donde i =L, S, oV, y por tanto p; = pr, ps, 0 pv ya sea que se tra-
te con una distribucién lineal, una distribucién superficial, o una distri-
bucién volumétrica de carga eléctrica, y d; = dy, ds, ody , es decir, un
elemento diferencial de linea, de superficie o de volumen.

_ dqg
pi= (3.175)

Es decir:

V =

1 pLdL
e /L : (3.176)
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. 1 pst
V= e /S : (3.177)
o 1 deV
V= e /V : (3.178)
Ejemplo
Y
P

Figura 3.16: Anillo circular cargado eléctricamente. Ejemplo 3.7.1

Un anillo circular delgado de radio R tiene una carga eléctrica Q dis-
tribuida uniformemente. Determinar el potencial eléctrico en un punto P
sobre el eje del anillo a una distancia y, de su centro. Figura 3.16.

El potencial eléctrico producido por una distribucién continua de car-
ga estd dado por

1 pldl
= 17
v 47Te /1 r (3.179)
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siendo p; y di la densidad de carga y el elemento diferencial corres-
pondiente. En este caso se tiene una densidad superficial de carga eléctri-
ca p; = p y un elemento diferencial de superficie dS; por tanto:

1 pdS
V= e /1 e (3.180)

La distancia de cualquier elemento de superficie o, si se quiere, de
cualquier elemento diferencial de carga dg, hasta el punto donde se quie-
re determinar el potencial es:

1/2
r = <y2 n R2> (3.181)
Luego:
V=, 1 / pdS - (3.182)
T Ss (2 + R?)
V= P / ds (3.183)
_ 7 ,
4rteg (y2 + R2) /=75
V= PS y (3.184)
47tey (2 + R2) /2
Pero pS = Q, por lo que:
V= Q ” (3.185)
4reg (2 + R2) /2

Si el anillo estuviera construido con un hilo cargado eléctricamente,
entonces:
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p=2A (3.186)
S=1 (3.187)
Y por tanto:
V= AR v (3.188)
27teq (2 + R2) /2
Ejemplo

Figura 3.17: Barra cargada eléctricamente. Ejemplo 3.7.1

Una barra de longitud L ubicada a lo largo del eje x tiene una carga
total Q y una densidad de carga lineal uniforme A. Encontrar el potencial
eléctrico en un punto P ubicado sobre el eje y, a una distancia a, del
origen. Figura 3.17.

El potencial eléctrico esta dado por:

V= 1 /pldl
4ey Ji 1

(3.189)
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Como es una distribucién lineal de carga eléctrica p; = A y di = dkx,
por lo que:

A dx
drey |, Va2 + x2

V= A = cte. (3.190)

Para realizar la integral se reescribe como:

L
dx dx
/L Vi / WA .
ar/1 + -
a
Haciendo la sustituciéon tan 0 = g, se tiene:
dx = asec® 0d6 (3.192)
Por lo que:
L
dx 1 asec? 0do (3.193)
L\/a2+x2_a : sec 6 '
L
dx
dx L
N7 = In |sec + tan 6|, (3.195)
L
5 L
dx X X
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dx 1 L
—— =In-|Va2+ 12 3.197
/L‘/a2+x2 na‘ as+x +x‘0 ( )
dx 1 L 1
= —In-|Va2+1L2 —In- 1
/Lm lna’\/a +L +L‘O n|al (3.198)
1
J —‘\/a2+L2+L‘
_ X _n| 8 (3.199)
Lva2+x2 1|a| .
a
Por lo que:
1 ‘\/a2+L2+L’
V= In (3.200)

 4reg |a
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Taller

1. Hallar el potencial eléctrico producido por:

a) Una carga lineal infinita con densidad de carga eléctrica lineal

A.

b) Un plano infinito cargado eléctricamente con densidad de car-
ga superficial p.

¢) Un anillo cargado eléctricamente, a una distancia r de su centro
y sobre su eje central.

d) Un disco cargado eléctricamente, a una distancia r de su centro
y sobre su eje central.

2. Hallar, por medio del gradiente, el campo eléctrico producido por:

a) Una carga lineal infinita con densidad de carga eléctrica lineal

A.

b) Un plano infinito cargado eléctricamente con densidad de car-
ga superficial p.

c¢) Un anillo cargado eléctricamente, a una distancia r de su centro
y sobre su eje central.

d) Un disco cargado eléctricamente, a una distancia r de su centro
y sobre su eje central.

3. Encontrar el potencial eléctrico creado por un cilindro infinito car-
gado positivamente. Figura 3.18. Taller.
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—_—
il

Figura 3.18: Cilindro circular recto cargado eléctricamente. Ejercicio 3 del
taller.






Capitulo 4

MAGNETOSTATICA

4.1. Las leyes de la magnetostatica

Al inicio del capitulo 3 se sefial6 que la ecuaciones o leyes de Maxwell
para campos eléctricos y magnéticos estacionarios, es decir, independien-
tes del tiempo, eran tanto en su forma integral como diferencial:

Cuadro 4.1: Leyes de Maxwell Resumen

Forma integral Forma diferencial
fEcas—0 VoE=0
§ Bods - VoE=0
d § Bods .
o dB
fEoar— - VxE=-2
dE o dS . dE
?{Boclr:eoyo T VXB:Hof-?oE

Las dos primeras, junto a la ley de Coulomb y la expresion para la

113
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fuerza eléctrica, gobiernan el campo de estudio de los campos eléctricos
estacionarios, es decir, la electrostdtica. Las dos tltimas, junto a la ley de
Biot-Savart y la expresién para la fuerza magnética, gobiernan el campo
de estudio de los campos magnéticos estacionarios, es decir, la Magne-
tostdtica.

Fuerza Magnética

Fy=qixB (4.1)
Ley de Biot - Savart
- idS x 7
df = Ho! 42
4 72 (42)
B =" 4.
d 4 13 (43)

El campo B, se denominara en estas notas como campo magnético,
pues también suele ser llamado como campo de induccion magnética o
densidad de flujo magnético.

Como se puede observar en las leyes de Maxwell para la magne-
tostatica, los campos magnéticos son campos que rotan, es decir tienen
rotacional diferente de cero, pero su divergencia es cero. Que los cam-
pos magnéticos tengan divergencia cero, indica que las lineas de campo
magnético son lineas cerradas, a diferencia de las lineas de campo eléctri-
co, las cuales son lineas abiertas. Es decir, no existen cargas magnéti-
cas aisladas como si existen las cargas eléctricas aisladas. A las cargas
magnéticas se les ha llamado polos: Polo norte y Polo sur.

De otra parte, que el rotacional de un campo magnético sea proporcio-
nal a la densidad de corriente, o que su circulacién sea proporcional a la
corriente estacionaria, indica que los campos magnéticos son producidos
fundamentalmente por corrientes eléctricas estacionarias.
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Otra gran diferencia entre los campos magnéticos estacionarios y los
campos eléctricos estacionarios viene a través de la fuerza producida por
cada uno de ellos.

Las fuerzas eléctricas son producidas sobre cargas eléctricas en repo-
so que se encuentran dentro de un campo electrostético y son paralelas a
dicho campo eléctrico. Las fuerzas magnéticas son producidas sobre car-
gas eléctricas en movimiento dentro de un campo magnético estacionario
y son perpendiculares a la direccién en que se mueve la carga eléctrica.
Puesto que las corrientes eléctricas estacionarias son cargas eléctricas en
movimiento entonces, las fuerzas magnéticas también se pueden ejercer
sobre corrientes eléctricas estacionarias.

De lo anterior se deduce una propiedad fundamental de las fuerzas
magnéticas: Las fuerzas magnéticas no realizan trabajo alguno, y por lo
tanto no existe un potencial escalar magnético, como si existe el potencial
escalar eléctrico, o diferencia de potencial.

Desde la ecuacion para la fuerza magnética se deduce la unidad de
medida para el campo magnético B en el sistema internacional (SI). Tam-
bién conocido como sistema M.K.S.

Puesto que:
ﬁM = qT_f X E
Entonces:
Newton
[ ]SI Coulombm /sq eora (44)

Llamada asi en honor al inventor, ingeniero eléctrico, ingeniero mecani-
co y fisico estadounidense Nikola Tesla (1856-1943).

Obsérvese que el tesla también puede escribirse como:
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t
g7 = Newlon (4.5)
Amperios m

En el sistema cegesimal, (C.G.S), propuesto en 1832 por el matemaético
y fisico aleman Karl Friedrich Gauss, por lo que también suele llamar-

se como sistema gaussiano, la unidad para el campo magnético B es el
gauss.

lgauss = 10~ *teslas (4.6)
También el tesla suele definirse en términos del flujo magnético como:

1T — weber

= 4.7)

4.2. La fuerza magnética sobre cargas eléctricas
en movimiento

Se dijo que una partlcula cargada eléctricamente que se mueva dentro
de un campo magnético B experimenta una fuerza magnética Fy;, dada

por:
ﬁM = q5 X E

Pero la particula puede también, estar dentro de un campo eléctrico
E, por lo que también experimenta una fuerza eléctrica Fg, dada por:

Fr = gE (4.8)

De tal forma que la fuerza sobre la particula es;
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ﬁ:q(é+z7x§) (4.9)

Esta dltima expresioén se conoce como fuerza de Lorentz.

Ejemplo

Un protén que viaja a 23,0° con respecto a un campo magnético de
2,63mT de intensidad, experimenta una fuerza magnética de 6,48 X 10~ 1N.
Calcular la energia cinética, en eV, del proton.

Soluciéon. Como
FM = qT_f X E
Entonces la magnitud de la fuerza magnética es:

Fyr = quBsin 6

Por lo que:

6,48 x 10717N
(1,6 x 10-19C) (2,63 x 10~3T) sin 23,0°

v=2394 x 10° N

Cm/sg

v =394 x 105"
sg

Por tanto, la energia cinética del protén es:
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mo

N~

K = - (16726 x 1077kg ) (3,94 x 10/ 5g>2

1
2

K=12,98 x107]

leV
_ -17
K= (1298 x 1077) (m)

|K = 811,25¢V |

Ejemplo

R
G)EG)-,
®© .,

PYoEIO

d

Figura 4.1: Haz de electrones saliendo de una ventana de un tubo acele-
rador. Ejemplo 4.2.2

Un haz de electrones cuya energia cinética es K sale de una “venta-
na” de ldmina delgada en el extremo de un tubo acelerador. Existe una
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placa de metal a una distancia d de esta ventana y en angulo recto con la
direccién del haz que sale.

1. Demuestre que podemos impedir que el haz choque contra la placa
si aplicamos un campo magnético B tal que

[2mk
Bz e2d?
2. ;Coémo debe estar orientado B? Figura 4.1.

Solucion.

1. El campo magnético B debe producir en los electrones una fuerza
centripeta tal que deflecte el rayo electrénico hacia arriba antes de
chocar con la placa de metal, por tanto, podemos calcular la mag-
nitud del campo con el limite puesto por la placa, es decir con un
radio igual a d.

Pero:

Por tanto:
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2mK

b=V ar

Como para que el rayo no choque con la placa R < d, entonces:

2mK

B2 e2d2

. Aplicando la ley de la mano derecha y teniendo en cuenta que la

carga eléctrica del electrén es negativa y, por tanto, invierte la di-
reccion de la fuerza entonces el campo magnético B debe salir del
plano de la pagina.

Ejemplo

En 1897 J. J. Thomson descubri6 el electrén midiendo la razén carga —

masa de los rayos catédicos, los cuales hoy en dia se sabe que son rayos
de electrones, de la siguiente forma:

1. Primero él pas6 el rayo a través de dos campos uniformes cruzados,

uno eléctrico E y otro magnético B, mutuamente perpendiculares y
perpendiculares al rayo. Ajusté el campo eléctrico hasta lograr que
el rayo no se desviara y midi6 la velocidad del rayo en términos de
los campos. ;Cudl fue dicha velocidad?

. Luego apagé el campo eléctrico y midi6 el radio de curvatura, R,

del haz desviado solo por el campo magnético. En términos de E, B
y R, ;Cudl es la razén carga — masa de las particulas?

Solucion

1. Thomson al ajustar el campo eléctrico para que el rayo no se desvia-

ra logré que la fuerza de Lorentz fuera cero y, por tanto, obtuvo:
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Fr = —Fy
Es decir:
eE = evB
Por lo que:
v=_E/B

2. Al apagar el campo eléctrico y medir el radio de curvatura produ-
cido por el campo magnético B, Thomson obtuvo:

2
% — evB
De donde:
mE
ﬁ eB
Es decir:
e E
m  B2R

La figura 4.2 muestra el esquema experimental de Thomson para la
determinacion de la relacion carga-masa del electrén: en él se pueden
observar el condensador plano y el juego de imanes que producen el
campo eléctrico y el campo magnético, perpendiculares a la trayectoria
del electrén.
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Figura 4.2: Esquema experimental de Thomson. Tubo de rayos catédicos.
Ejemplo 4.2.3

La figura 4.3 muestra esquematicamente las direcciones de los cam-
pos y las fuerzas por ellos producidos. Si la fuerza eléctrica y la fuerza
magnética se llegan a igualar en magnitud, entonces el electrén adquirira
la velocidad 3.

1Z
I
TR
X
b L
”
g
-
'/
Fp

Figura 4.3: La fuerza eléctrica, la fuerza magnética y la velocidad del haz
electrénico en el experimento de Thomson. Ejemplo 4.2.3
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La figura 4.4 representa una vista lateral del tubo de Crookes mos-
trando la desviaciéon parabdlica que sufre el electréon debido a la fuerza
eléctrica, mientras que la figura 4.5 representa una vista lateral del tu-
bo de Crookes que muestra la desviacién circular que sufre el electrén
debido a la fuerza magnética.

A

Figura 4.4: Desviaciéon del rayo electrénico producido por el campo
eléctrico. Ejemplo 4.2.3

Figura 4.5: Desviaciéon del rayo electrénico producido por el campo
magnético. Ejemplo 4.2.3
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Es bueno tener en cuenta para la determinacién de la direccién de
las fuerzas magnética y eléctrica, que la carga eléctrica del electrén se
considera negativa.

4.3. Fuerza magnética sobre una corriente eléctri-
ca

Puesto que una corriente eléctrica la constituyen cargas eléctricas (elec-
trones) que se mueven dentro de un conductor, entonces una corriente
eléctrica debe ser afectada por un campo magnético dentro del cual se
encuentre. De tal forma que, la fuerza magnética sobre un conductor por
el que circula una corriente i estard dada por:

Fy = —Ned, x B (4.10)

Donde N es el niimero de electrones en el conductor y v, la velocidad
con que se mueven los electrones en el conductor y que es:

i

= — 411
nAe ( )

Oe

La densidad de electrones en el conductor, considerado recto, es decir,
el nimero de electrones por unidad de volumen, es:

N

"T1Ia

(4.12)

Donde L es la longitud del conductor y A su 4rea transversal.

Por tanto, la fuerza magnética sobre el conductor se puede escribir
como:

Fy = —nLAe?, x B (4.13)
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Por lo que:

Fu=iLxB (4.14)

Donde L es un vector cuya magnitud es igual a la longitud del con-
ductor y su direccién es opuesta a la direcciéon en que se desplazan los
electrones dentro del conductor. Es decir, L tiene la direccién en que cir-
cula la corriente.

Si el conductor por el cual circula la corriente no es rectilineo, entonces
se considera el conductor dividido en pequefios elementos rectilineos dL:

dFy = idL x B (4.15)
By —i / dT x B (4.16)

Ejemplo

Una espira rectangular conductora, que soporta una masa m, cuelga
verticalmente con un extremo dentro de un campo magnético uniforme B,
que apunta hacia la pagina. Para qué corriente i, en la espira, ;La fuerza
magnética equilibraria exactamente la fuerza gravitacional? Figura 4.6

Solucion

Puesto que la fuerza magnética estd dada por:

= =3

FMIZ XE

Se tiene lo siguiente:
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®l@ﬁ®m
X &

X
&
X

® &
RO &

Figura 4.6: Espira rectangular conductora parcialmente sumergida en un
campo magnético uniforme soportando una masa m. Ejemplo 4.3.1

1. Sea cual sea la direccién en que circule la corriente en el alambre,
la fuerza magnética ejercida sobre los tramos verticales del alambre
sumergidos en el campo magnético se cancela, pues tienen igual
magnitud, pero direccién opuesta.

2. Para que aparezca la fuerza magnética Fy; que equilibra el peso de
la masa m, la corriente eléctrica i debe circular en el sentido de las
manecillas del reloj en la espira.

Por tanto:

Fp =iBL
mg = iBL
mg
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Nota. Si la corriente en la espira se aumenta la fuerza magnética
sobre ella también crece y, por tanto, el peso comienza a subir. Ob-
viamente, esto representa un trabajo sobre la masa m, y existe la

tentacion de asociar este trabajo con la fuerza magnética Fys.

W = Fyh

W =iBLh

Donde h es el desplazamiento vertical sufrido por la masa m.

Si bien es cierto que éste es el valor real del trabajo hecho sobre la
masa, lo cierto es que no es realizado por la fuerza magnética, pues
recordemos que Las fuerzas magnéticas no realizan trabajo alguno.
La explicacion se encuentra fuera del interés de estas notas.

Ejemplo

1]

|
"

T —»
1
Figura 4.7: Alambre de metal dentro de un campo magnético uniforme y

que se desliza sobre dos rieles. Ejemplo 4.3.2

Un alambre de metal de masa m se desliza sin friccién sobre dos rie-
les horizontales separados una distancia L. El sistema estd dentro de un



128 CAPITULO 4. MAGNETOSTATICA

campo magnético vertical uniforme B. Una corriente estacionaria i fluye
desde el generador G a lo largo de un riel, a través del alambre, y de
regreso al otro riel. Halle la velocidad del alambre en funcién del tiempo,
suponiendo que en £ = 0 se encontraba en reposo. Figura 4.7

Solucién. Desde la segunda ley de Newton se obtiene:

Fyy = ma
Como
Entonces
ilB = ma
Por lo que
ilB
a=—
m
Como:
Uf =T0o+ at
Y
0y = 0 t=0

Entonces:
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ilB
Uf = Wt

Obsérvese que segun la figura 4.3.2.1 el campo magnético B sale del
plano de la pagina, por lo que el alambre se moverd hacia la derecha
segin la ley de la mano derecha, en caso contrario la varilla se moveria
hacia la izquierda.

Ejemplo

Figura 4.8: Espira rectangular sumergida en un campo magnético y que
puede girar sobre uno de sus lados. Ejemplo 4.3.3

Una bobina rectangular de 20 vueltas de alambre, tiene dimensiones
de 12c¢m por 5,0 cm. Porta una corriente de 0,19A y estd sujeta, por un
lado. El plano de la bobina forma un dngulo de 53° con la direccién de
un campo magnético uniforme de 0,50T. Calcule el torque, 0 momento
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de torsion, alrededor del lado por el cual se encuentra sujeta, que acttia
sobre la bobina.

Solucion

El torque, o momento de torsién, esta dado por:

%:?XFM

Donde 7 es el brazo de aplicaciéon de la fuerza magnética, la cual esta
dada por:

=

PM:ifxﬁ

Sobre la espira se van a presentar cuatro fuerzas, cada una sobre cada
lado de la espira.

Observando la figura 4.8 y aplicando la ley de la mano derecha, se tie-

ne que las fuerzas F; y F, ademds de producir torques iguales y contrarios
tienen la misma linea de accién, por lo que se anularan. Lo que no sucede

con los torques producidos por las fuerzas Fs y Fy, los cuales, a pesar de
ser iguales en magnitud, pero de direccién opuesta, no se anulan pues
sus lineas de accién no son las mismas.

Calculando la magnitud de los torques producidos por F y F; se tiene:
F; = ibBsin (r — 53°)
F; = ibBsin 53°

Por tanto:

7 = gibB sin 53°
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A oo
71 = —1Bsinb53
2
De otra parte:

F, = ibBsin53°
a. . . o
™ = EZbB sin 53

A
T = EiB sin 53°

Lo que confirma lo dicho para los torques 11 y T».

De otra parte, el torque producido por la fuerza Fj es cero, pues su
brazo de aplicacion es cero. Es decir, la fuerza Fy no produce torque al-
guno, pues estd aplicada sobre el eje de rotacién a, por lo que queda
solamente el torque producido por la fuerza E.

Como la fuerza tres fg, estd dada por:

F3 = NiaB

Entonces el torque tres 73 viene dado por:

73 = bNiaB
73 = NiaB

T = 20(0,19A)(60cm?)(0,50T)
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T=0114 x 107*N —m

Es interesante notar que el momento de torsioén, o torque, que el cam-
po magnético B ejerce sobre la espira de corriente no depende del lado
por el cual esté sujeta, pues dicho torque depende tinicamente de su érea,
el namero de vueltas y de la corriente que conlleva, pero en ningtn caso
depende de la distancia a la que se esta ejerciendo la fuerza; éste no es el
caso si la espira fuera una puerta sometida a una fuerza mecénica, pues
en este caso los torques son:

T=0dxF silapuerta estd sostenida por el lado b (4.17)

bxF sila puerta estd sostenida por el lado a (4.18)

T

La no dependencia del torque de la espira de corriente de la distancia
a la cual se aplique la fuerza magnética, es una de las razones para que,
por similitud con el dipolo eléctrico, se defina la espira de corriente, e,
independiente de su geometria, como un dipolo magnético con momento
dipolar u, donde:

1= NiA (4.19)
T=jxB (4.20)

4.4. Laley de Ampere

La primera parte de la cuarta ley (o ecuacién) de Maxwell constituye
la ley de Ampere y como tal constituye una ley fundamental del magne-
tismo. Es decir:
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]f B odf = i 4.21)

La integral constituye una integral de linea o integral de circulacién.
Siempre se realiza sobre una trayectoria cerrada. pg se llama constante de
permeabilidad magnética y tiene un valor de

T

X (4.22)

po =4m x 10~

i se llama corriente de conduccién, debido a que su presencia necesita
de algtin material conductor (recuerde que la segunda parte de la cuarta
ley de Maxwell se denomina corriente de desplazamiento, la cual no ne-
cesita conductor alguno). Asi mismo, las corrientes de conduccién aqui
involucradas son las llamadas corrientes estacionarias. “corriente eléctri-
ca estacionaria. [ing. stationary electrical current] Corriente eléctrica que
se produce en un conductor de forma que la densidad de carga p de cada

. d
punto del conductor es constante; es decir que, se cumple que d_’t) =0.

Por tanto, para las corrientes estacionarias, la ecuaciéon de continuidad
toma la forma V o j = 0, que es una definicién de corriente estacionaria
equivalente a la primera. Las dos anteriores propiedades equivalen a de-
cir que la carga de cualquier volumen del conductor no varia o, también,
que la cantidad de carga que en cada unidad de tiempo entra en un vo-
lumen del conductor sale de él. Esto debe ser asf si la carga en su interior
ha de permanecer constante”. (F. R. Quintela y R. C. Redondo Melchor).

Es decir que, la ley de Ampeére establece que, si por un conductor
eléctrico circula una corriente estacionaria i, esta corriente produce alre-
dedor del conductor un campo magnético tal que su circulacién es pro-
porcional a ella. La direccién del campo magnético producido estd dada
por la ley de la mano derecha. Figura 4.4.1.2.

Al igual que en la electrostatica existen dos leyes equivalentes para
calcular el campo eléctrico, la ley de Gauss y la ley de Coulomb, donde la
aplicaciéon de la primera exige un alto grado de simetria en la distribucién
de carga eléctrica que produce el campo y, la segunda permite calcular
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el campo eléctrico para cualquier distribucién de carga, en magnetostati-
ca también existen dos leyes equivalentes con igual caracteristica: la ley
de Ampere y la ley de Biot-Savart. La primera exige un alto grado de si-
metria para la distribucién de corriente que produce el campo magnético,
la segunda se aplica a cualquier distribucién de corriente.

Para calcular el campo magnético mediante la Ley de Ampeére se debe:

1. Identificar la simetria de la distribucién de corrientes para poder
escoger el sistema coordenado apropiado.

2. Construir la curva de integracion de acuerdo a la simetria identifi-
cada, la cual debe ser cruzada por la o las corrientes que producen
el campo magnético. A dicha curva de integracion se le llama anillo
amperiano, bucle amperiano o simplemente curva amperiana. Re-
cuérdese que, para aplicar la ley de Gauss para encontrar el campo
eléctrico, se debe construir la superficie de integracion o superficie
gaussiana, de acuerdo a la simetria del problema.

La Ley de Ampére es producto del desarrollo fisico y matematico que
Ampeére hizo del descubrimiento experimental de la relacién entre la elec-
tricidad y el magnetismo, hecho por el fisico y quimico danés Hans Chris-
tian Orsted (1777-1851), cuando en 1820 observa la desviacién de una
aguja imantada por una corriente eléctrica. Figuras A.5.5 y A.5.6.

André-Marie Ampere (1775 - 1836) fue un fisico francés, considerado
el Fundador de la actual disciplina de la fisica conocida como electro-
magnetismo o electrodindmica. En 1820, lleg6 a la conclusiéon de que una
corriente eléctrica puede producir efectos magnéticos sobre otra corriente,
estableciendo que dos conductores que transporten corriente eléctrica en
la misma direccién se atraen, mientras que, si las corrientes tienen direc-
ciones opuestas los conductores se repelen, dando con ello los principios
para la balanza de corriente o balanza de Ampere. Figuras 4.9 y 4.10.
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Figura 4.9: Balanza de corriente o balanza de Ampere

Figura 4.10: Balanza de corriente o balanza ed Ampere
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Explica la existencia del magnetismo natural por medio de lo que hoy
se denominan corrientes amperianas, es decir de corrientes a nivel mo-
lecular, dejando con ello establecido que todo el magnetismo se debe a
movimientos de cargas eléctricas, tanto a nivel macroscépico como a ni-
vel microscépico.

Figura 4.11: André Marie Ampere

Ejemplo

Figura 4.12: Alambre recto que conduce una corriente estacionaria i.
Ejemplo 4.4.1
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Encontrar el campo magnético a una distancia r de un alambre recto,
que lleva una corriente eléctrica estacionaria i.

Solucién. Como se ve en la figura 4.12, la simetria del problema exige
que la curva, anillo o bucle amperiano sea una circunferencia de radio r,
la cual es atravesada por la corriente i.

Considerando un elemento infinitesimal de longitud dl, se tiene:

?f Bodl = pyi (4.23)

Pero como el campo magnético B creado por la corriente i es tangente
a la circunferencia, entonces:

f Bdl = poi (4.24)

Por simetria la magnitud del campo magnético B es constante sobre
la circunferencia de radio r, entonces:

B ?{ dl = uoi (4.25)

Por lo que

B(27tr) = poi (4.26)

Y asi el valor del campo magnético producido por la corriente i a la
distancia r del alambre es:

B— % 4.27)

La direccién del campo magnético se establece, como se dijo anterior-
mente, mediante la ley de la mano derecha, donde el dedo pulgar sefiala
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la direccién de la corriente y los otros cuatro dedos se enrollan alrededor
del conductor estableciendo la direccién del campo magnético. Figura
4.13.

Figura 4.13: ley de la mano derecha para establecer la direccion de un
campo magnético producido por una corriente estacionaria. Ejemplo 4.4.1

Ejemplo

Por un conductor sélido no magnético, recto e infinitamente largo,
con seccidn transversal circular de radio R, circula una corriente estacio-
naria i. Determine el valor del campo magnético B, dentro y fuera del
conductor.

Solucioén.

1. Dentro del conductor, r; < R. Puesto que el problema tiene simetria
cilindrica y el campo magnético B tiene direccién segtin ¢, entonces
se puede escribir el campo magnético como:
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B; = Bi¢ (4.28)

Figura 4.14: Seccion transversal de un sélido cilindrico recto no magnético
que conlleva una corriente estacionaria i. Ejemplo 4.4.2

Figura 4.15: Solido cilindrico recto no magnético que conlleva una co-
rriente estacionaria i con coordenadas cilindricas. Ejemplo 4.4.2

El elemento de longitud es:
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dl = ridod (4.29)
Por tanto:
: Bj o dl = poi; (4.30)
27T )
| (B9 e (ridog) = poi, (@31)
27T _
Biridg = poi; (4.32)
27 ‘
Biri 0 d(P = Hol; (433)
Biri(27) = poi; (4.34)
Mol
B; = _27'cri (4.35)
Pero:
ii =jA; (4.36)

Siendo | la densidad de corriente en el cilindro y A; el drea ence-
rrada por C;. Entonces:

L .
=23 (nr1> (4.37)
ij = R (4.38)
T
Por tanto:
_ Mol
B; = A R2 (4.39)
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2. Fuera del conductor, re < R.

Igual que para el interior del conductor, el campo magnético B y el
elemento de longitud, se pueden escribir como:

Br = B¢ (4.40)
dl = redod (4.41)
Por tanto:
f Br o dl = uoi (4.42)
C
27 )
/0 (Bep) o (reded) = poi (4.43)
27 )
Beredg = poig (4.44)
27
BET’E d(p = “l/l()i (4.45)
0
BETE (27‘[) = ‘uoi (4.46)
_ Mot
Br=j (4.47)

La figura 4.16, representa el comportamiento del campo magnético
dentro del conductor y fuera de él, con respecto al radio del con-
ductor. ;Le recuerda algo este comportamiento?
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N

Figura 4.16: Comportamiento del campo magnético producido por un

solido cilindrico recto no magnético que conlleva una corriente estaciona-
ria i. Ejemplo 4.4.2

Ejemplo

Figura 4.17: Solenoide cilindrico conduciendo una corriente i. Ejemplo
443
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Encontrar el campo magnético de un solenoide muy largo, que consta
de n vueltas por unidad longitud, enrolladas fuertemente apretadas, en
un cilindro de radio R y que lleva una corriente constante i.

Solucidon. Un solenoide es un enrollamiento, generalmente de forma
circular, de un material conductor, el cual se caracteriza por producir un
fuerte y bastante uniforme campo magnético en su interior, pero débil
en el exterior, el cual suele despreciarse para fines practicos. También
se acostumbra llamarlo Bobina o electroimén. El enrollamiento se puede
hacer sobre un nticleo de algtin material (hierro, por ejemplo) o sin ntcleo
alguno. Figura 4.17

Aplicando la ley de Ampere a la trayectoria amperiana rectangular de
la Figura 4.17, se tiene;

75 Bodl = i (4.48)

b _, . c . d_, R e _, R
/Bodl+/ Bodl+/ Bodl+/ Bodl = uoi (449
a b c d

Puesto que en los lados b —c y e — d el campo magnético B y el
elemento de linea son perpendiculares, las integrales respectivas son cero.
Lo mismo sucede con la integral sobre el lado ¢ — d, pues se ha dicho que

el campo magnético B externo es débil y se puede despreciar.

Por tanto:
b - —
/ Bodl = i (4.50)
a

g — Mol (4.51)

Si por cada espira circula una corriente iy, entonces la corriente total
dentro de la trayectoria amperiana es:



144 CAPITULO 4. MAGNETOSTATICA

i = nLij (4.52)

Donde 7 es el nimero de espiras por unidad de longitud.

Y, por tanto, el campo magnético B creado por el solenoide es:

B = ]/lonio (4:.53)

4.5. Laley de Biot-Savart

En 1820, el fisico, astronomo y matematico francés Jean-Baptiste Biot
(1774 - 1862) en colaboracién con el también fisico y cirujano militar Félix
Savart (1791-1841) establecieron, a partir de mediciones de laboratorio,
una expresion para calcular el campo magnético, en cualquier punto del
espacio, producido por un conductor eléctrico que conlleva una corriente
i. Esta expresion se conoce como la ley de Biot-Savart, la cual, al igual
que la ley de Coulomb para la electrostatica, es una ley del inverso del
cuadrado de la distancia del conductor al punto donde se quiere calcular
el campo magnético.

_ dL x 7

4B — i‘_le FZX r (4.54)
o dL x 7

dB = i%l rsx ! (4.55)

De acuerdo a la figura 4.18, dL es el elemento infinitesimal de lon-
gitud del conductor que transporta la corriente i; dL es un vector cuya
magnitud es igual al elemento infinitesimal de longitud y su direccién
estd definida en la direcciéon en que circula la corriente; 7 es el vector
que posiciona el punto P donde se va a calcular el campo magnético,
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cuya magnitud es la distancia desde el elemento de conductor al pun-
to en cuestion; # es el vector unitario construido sobre 7 y la direccién
del campo magnético en el puno P estd dada por el producto vectorial
dL x 7.

=l

~

Figura 4.18: Elemento infinitesimal de longitud de corriente que produce
un campo magnético en el punt P

Se puede observar que, al igual que la ley de Coulomb, la ley de Biot-
Savart también puede expresarse con el cubo de la distancia, teniendo en
cuenta que:

Y
I
= =y

(4.56)

Para el caso de calcular el campo magnético producido por una carga
eléctrica la ley de Biot-Savart se expresa como:

(4.57)

Donde @ es la velocidad con que se desplaza la particula.
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Ejemplo

Encontrar el campo magnético a una distancia r de un alambre recto,
que lleva una corriente eléctrica estacionaria i.

Figura 4.19: Alambre recto que conlleva una corriente estacionaria i y que
produce un campo magnético B. Ejemplo 4.5.1

Solucién. La ley de Biot - Savart establece que el elemento de campo
magnético dB, producido por un elemento de corriente idL, que circula
por el alambre, estd dado por (Figura 4.19).

Por tanto:

. idl x #
B = i‘—fT > (4.58)
JB — ﬂzdLmnH (4.59)

4 12
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B_ ,u_oi/°° dL sin 6
o 47T —0o0 7’2

Puesto que:
1/2
r=(12+R?)
Entonces:

B ol /°° Rsin6dL
- 47t —00 L2+R2

Realizando la sustitucién:
L = Rcotf

dL = —R csc? 0d0

Se obtiene que:

/°° Rsin0dL Y R csc? 0 sin 0d6
—00 L2 + RZ - —00 R2 (C0t29 + 1)

/°° RsinfdL _ 1 /°° csc? 0 sin 0d6
R

o L2+ R2 o csc? 0

© Rsin 0dL 1
/ %Z‘ﬁ/ sin 6d6

— (—cos8)

/°° RsinQdL__l
o [24+R2 R

147

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)
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Regresando a la variable original, se tiene:

© dlsinf 1 L °°
/ 5 == |—5 (4.69)
—00 r R (L2+R2) /2 B
Teniendo en cuenta que:
lim ; =2 (4.70)
x—Foo (L2 +R2)1/2
Entonces:
® RsinfdL 2
[ e x @71
Luego:
(2
B— Z—g; (ﬁ) 4.72)
ol
— ZI/:T_R (4.73)

Aplicando la ley de la mano derecha al producto cruz en la ley de
Biot-Savar, se tiene que el campo magnético, producido en el punto P por
la corriente estacionaria i que circula por el conductor rectilineo, entra al
plano de la pagina.

También es bueno notar que, el resultado obtenido para calcular el
campo magnético producido por un conductor rectilineo que conlleva
una corriente estacionaria ¢ por medio de la ley de Biot - Savart, coincide
con el obtenido por la ley de Ampere (ejemplo 4.4.1), lo que nos indica
que las dos leyes son equivalentes, al igual que sucede con la ley de
Coulomb y la ley de Gauss para la electrostatica.
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Ejemplo

Figura 4.20: Espira circular por la que circula una corriente estacionaria i
y que produce un campo magnético Benel punto P. Ejemplo 4.5.2

Determine el campo magnético, en un punto sobre el eje, de una espira
circular de radio R por la que circula una corriente continua 1.

Solucién. La ley de Biot-Savart es:

midix?

dB =
47 7?2

(4.74)

Aprovechando la simetria cilindrica del problema, la ley de Biot-Savart
se puede reescribir como (Figura 4.20):

T (24 R2)Y2 |
. ~ 2 ~
JF — poi Rzdgp + R*dek (4.76)

AT (24 R
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De tal manera que:

. 27 R 2 ~
B, — Mot / Rzdgp + jo"’k 4.77)
4 J (22 + R2) 2

Resolviendo las integrales correspondientes a las direcciones p y k, se
tiene:

/2n Rzdpp /27‘( Rzdg (icos ¢ + jsin ¢) (478)
0 (2+R)2 Uk (22 + R2)*/2

27
H 2r . 27 .
/ Rquop3/ = Rz 37 {/ cos (pi+/ sin (pj] (4.79)
0 (224 R?) 2 (22 4 R?) 2 1Jo 0

27 Rzdob
/ - P op (4.80)
3/2
0 (224 R?)

Lo que significa que el campo magnético B producido por la espira en
un punto sobre su eje no tiene componente radial, p.

Lo anterior se puede intuir si se tiene en cuenta que cada elemento de
corriente idL, tiene su correspondiente elemento simétrico.

Para la componente k del campo magnético B producido por la espira,

se tiene:

T T

B, — _aer (4.81)
ATy (224 R

Resolviendo la integral, se tiene:
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27 A

R?%dok R? -

/ 4 7= 7 (@57 k (4.82)
0 (224 R?) (z2 + R?)

27T A

R? 2R .

/ d‘Pk3/2 = 2 -k (4.83)
0 (22+R?) (z2 4+ R?)

Por lo que:

: 2
B, = M (%) k (4.84)
47 (ZZ + Rz) 2

gl R

B, — -k (4.85)
2 (24 R2)
Sobre el eje de la espira z = 0, por tanto:
B, =M (4.86)

7 2R

La aplicacién de la ley de la mano derecha nos da una idea de por qué

el campo magnético B producido por la espira, sobre los puntos sobre su
eje, esta dirigido en la direccién Z.

Obviamente, para puntos fuera del eje de la espira la simetria se dafia,
y el campo magnético B tendrd una componente horizontal.

Ejemplo

Encontrar el campo magnético, en un punto que se encuentra sobre el
eje de las bobinas de Helmholtz.
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Figura 4.21: Bobinas de Helmholtz

Solucion. Las bobinas de Helmholtz consisten en un par de bobinas
circulares, de igual ntimero de espiras, alineadas sobre un eje comtn, que
llevan corrientes estacionarias iguales fluyendo en el mismo sentido. (Fi-
gura 4.21). Las bobinas de Helmholtz, nombradas asi en honor al médico
y fisico aleman Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 - 1894),
se utilizan para producir campos magnéticos uniformes que pueden uti-
lizarse para anular campos magnéticos externos, tal como la componente
horizontal del campo magnético terrestre.

Mediante la primera y segunda derivada del campo magnético se pue-
de mostrar que el campo uniforme producido por las bobinas, se encuen-
tra en el centro de separacion de las dos bobinas y que la mejor disposi-
cién de ellas es una separacion igual al radio de las bobinas.

En el ejemplo 4.5.2, se mostré que el campo magnético B, producido
por una espira de corriente estd dado por:
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B,=1"__ = i (4.87)
2 (22 + R2)3/2

Aplicando este resultado a la configuracién de la figura 4.22, se tiene:

N vueltas

- - <. - = “ N vueltas

Figura 4.22: Bobinas de Helmholtz para el ejemplo 4.5.3

.2
_ Nk - L ! (4.88)

B,
(22 4 a2)"/? ((219 —z)’+ ﬂ2>3/2

Que es el valor del campo magnético sobre los puntos entre las bobi-
nas y que se encuentran sobre el eje central comun de las bobinas.

(En qué punto sobre el eje, el campo magnético es constante? Deri-
vando el campo magnético con respecto a z, se tiene:
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dB.  Npgia?
dz 2

_; 2z 3 2(z—2b) (4.89)

(22 + a2)5/2

De tal forma

dB,
= 4.
=0 (4.90)
Si
z=10 (4.91)

La segunda derivada del campo magnético es:

d*B,  3Npugia* 1 5 27
dz? 2 (Zz + a2)5/2 2 (22 + a2)7/2
(4.92)
1 5 2(z—2b)?
_|_ - —

[(Zb —2)% + az} V2 [(Zb —2)% + az} &

Calculando la segunda derivada del campo magnético en z = b, se
tiene que:

d*B, _ 3Npgia?
dz2 2

(4.93)

b? + a2 — 5b% + b? + a% — 5b?
[b2+a2]7/2

Si
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a* —4b* =0 (4.94)
Se tiene que:
d’B
e 0 (4.95)
Y, por tanto:
a=2b (4.96)

Lo que nos dice que la mejor disposicién de las bobinas es con una
separacion igual al radio de las bobinas.

Con esta disposicion, se tiene que el valor del campo magnético uni-
forme B:, creado por las bobinas de Helmholtz es:

b 8 N

= 554 (4.97)

4.6. Fuerzas entre corrientes paralelas

Segun la figura 4.23, dos conductores rectos infinitamente largos (o
por lo menos, sus longitudes son mucho mayores que su separacion),
se encuentra en el plano Y — Z separados una distancia d y conducen
corrientes eléctricas estacionarias i1 y ip. Por tanto, la fuerza sobre el con-
ductor 2 debido al conductor 1 es:

?12 = lle% X ElZ (498)
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N
>

e ———————

Figura 4.23: Conductores eléctricos infinitamente largos que conllevan co-
rrientes eléctricas estacionaria.

Pero el campo magnético Biz producido por la corriente iy es:
= Hol1 »
By = —7— 4.99
12=—5 i (4.99)

Por tanto, la fuerza sobre el alambre 2 es:

o= _ipLk x F0iL; 4100
12 i2Lk x o1 (4.100)
= . ~ ]/1012,\

F» = —1HL — 4101
12 ipLk x d! (4.101)

Por lo que el conductor 2 siente una fuerza magnética de atraccion
hacia el conductor 1; similarmente se puede ver que el conductor 1 se
siente atraido por el conductor 2.
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Por tanto, se puede concluir que:

Corrientes estacionarias paralelas se atraen, mientras que corrientes
eléctricas estacionarias antiparalelas se repelen.

La conclusiéon anterior es el principio para el funcionamiento de la
balanza de corriente o balanza de Ampere, cuyo esquema se muestra en
las figuras 4.9 y 4.10.

La balanza de Ampere o balanza de corriente se utiliza para la calibra-
cién de instrumento de medicién de corriente, tal como el amperimetro,
pues, de hecho, el amperio se define como la corriente que conlleva un

conductor cuando en la balanza se mide una fuerza de 2 X 10~ 7—.
m

Con la anterior definicién del amperio, se define entonces, la unida de
carga en el sistema M. K. S el Coulomb. 1C se define como la cantidad
de carga que pasa por la seccién transversal de un conductor durante un
segundo, cuando por €l circula una corriente de un amperio.

Ejemplo

Una carga eléctrica g1 moviéndose con velocidad @, produce una in-
duccién magnética B en un punto a una distancia r de ella, dada por:

= Mo U1 XP
B = —— 4.102
1= (4.102)

Donde 71 es el vector unitario que va desde la carga g1 hasta el punto
en el cual B es medido (Ley de Biot-Savart).

1. Mostrar que la fuerza magnética sobre una segunda carga g, con
velocidad 5, esta dada por el triple producto vectorial:

=  Hoqi192 ﬁ X
FBZ = E}’_sz X (7)1 X 1’1) (4103)
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2. Escriba la correspondiente fuerza magnética P1 que 42 ejerce sobre
g1Defina su vector radial unitario. ;Cémo son F1 y 1-"2

3. Calcular 1_531 y 1_532 en el caso en que g1 y 42 se mueven a lo largo de
trayectorias paralelas.

L1
1.?2 xr
O] Ty
—
Fpq
= N7y
Fg, -
0% 2
vy X Ty

Figura 4.24: Cargas eléctricas puntuales moviéndose paralelamente. Ejem-
plo 4.6.1

Solucion.

1. La fuerza magnética sobre una carga eléctrica que se mueve estad
dada por:

Fpy = q27> x By (4.104)

Pero:

By =-*— 4.105
1= I3 ( )
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Por tanto:

- ﬁ po U1 Xy
Fgy = - 4.1
B2 = 202 X <47TQ1 2 ) (4.106)

=

Mo " U1 X 1
FBz = quqzvz X < 1”2 ) (4.107)

2. El campo magnético creado por la particula 2 en la regién donde se
mueve 41 es:

B, = 4.1
2= 2 (4.108)
Por tanto, la fuerza magnética fBl sobre la particula 1 es:
- . Ty X 7
FBl =101 X <Z—7(_)[QZ 2}’2 2) (4109)
= Mo Uy X P
FBl = quqlvl X ( 72 ) (4110)

El vector unitario 7, es el vector unitario que va desde la carga g»
hasta el punto en el cual el campo magnético B, es medido.

La ley de la mano derecha nos indica la direccién de las fuerzas

fBz y fBl. Por lo tanto, las fuerzas son de igual magnitud, pero
direcciones opuestas.

3. Segun la figura 4.24 el producto ¥; X #1 entra al plano de la pagina,
digamos direccién k, mientras que 7 estd en direccién 4, por tanto:

Ty x (T1 X P1) = vaf X (vlfc) (4.111)

Ty X (Ty X P1) = —vp — 011 (4.112)

Es decir que:
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= _ Hofqiq2 2
FBQ = —Er—zvzvll (4113)
2 Hoqi92 5
FBQ = 471'_1’2 020172 (4.114)
Si las velocidades son iguales entonces, la fuerza tendra una magni-
tud igual a:
7 Ho 9192 >
Fpp = ————=~ 4.11
B2 47 12 v ( 5)
Y su direccién es tal que g3 se siente atraida por g1.
De igual forma, se puede mostrar que la fuerza magnética que g2
ejerce sobre g1 tiene igual magnitud y es tal que g2 se siente atraida
por q1.
Es decir que:
Fgp = Fiy (4.116)
Ver figura 4.24
Ejemplo

Dos barras rectilineas de 50cmlongitud y separadas 1,5¢cm en una ba-

lanza de corriente, transportan corrientes de 15A de intensidad en di-
recciones opuestas. ;Qué masa debe situarse en la barra superior para
equilibrar la fuerza magnética de repulsion?

Solucién. La fuerza magnética ejercida por la barra inferior sobre la

barra superior de longitud L tiene una magnitud dada por:

Ho 1112
F=——-—"—""L 4117
27w d ( )
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(2 107y (154) (154)
F (2 x 107N /4 ) 0.0015m (05m) (4.118)
F=15x%x10"2N (4.119)

Lo que significa que el peso del cuerpo que debe situarse en la barra
superior para equilibrar la fuerza magnética debe ser:

mg =1,5x 102N (4.120)
Es decir que:
1,5 x 1072N
= 4.121
9,8N/Kg ( )
m = 1,53 x 10°Kg (4.122)

Puede observarse que a pesar de que las intensidades de las corrientes
son altas, la fuerza magnética entre ellas es pequefia.

Ejemplo

Para medir la constante de un resorte se sujetan dos resortes idénticos
entre los extremos de dos cables muy largos de longitud L separados una
distancia d y por los cuales circula una corriente eléctrica de intensidad i
y direcciones opuestas. Ver figura 4.25. El montaje es tal que no se permite
circulacién de corriente por los resortes. ;Cudl es la constante del resorte?
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Figura 4.25: Medicion de la constante de un resorte mediente corrientes
eléctricas estacionarias. Ejemplo 4.6.3

Solucion.

Solucién. La fuerza magnética que cada corriente produce sobre la
otra es:

Fp =il x B (4.123)

Donde B es el campo magnético producido por cada conductor en la
region donde se encuentra el otro conductor. Recordando que la ley de
Biot-Savart (o la ley de Ampere) nos establece que dicho campo entra al
plano de la pagina (segiin las condiciones mostradas en la figura 4.25),
entonces cada resorte se encuentra sometido a un par de fuerzas iguales
que le van a producir un estiramiento x. Por tanto:

2Fp = kx (4.124)

Es decir que:



4.6. FUERZAS ENTRE CORRIENTES PARALELAS 163

k= % (4.125)
k=2 (ZjB ) (4.126)
Mol
2(iL) (27rd)
k= » (4.127)
)
k= ”725; (4.128)
Revisando unidades se tiene:
k] pixs = 2 om (4.129)

Ejemplo

Dos alambres largos colocados horizontalmente y separados una dis-
tancia de 1,00cm, portan corrientes eléctricas iguales i, en la misma direc-
cién. Si se coloca un tercer alambre de 10,0m de longitud y 400gr de masa,
portando una corriente i1 de 1004, flotando entre los otros dos alambres
(Cudl debe ser el valor y qué direccién debe tener la corriente i para que
los tres alambres formen un tridngulo equildtero? Ver figura 4.26.
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Figura 4.26: Barras rectilineas que conducen corrientes eléctricas estacio-
narias y que se encuentran en equilibrio. Ejemplo 4.6.2

Solucion.

La fuerza magnética ejercida por cada uno de los conductores que
llevan corriente i, sobre el conductor que lleva la corriente i; estd dada

por:

ﬁ21 = ilf X Ez (4.130)

Es decir:

F»1 =i1LBy (4.131)
Puesto que la ley de Biot-Savart (o la ley de Ampere) da para el campo

magnético By una magnitud de:

_ o2
By =5 (4.132)

Entonces:
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_ Mo
P21 = anlllzL (4133)

Utilizando el teorema del coseno para conocer la fuerza magnética
total sobre i1, se tiene:

2 2
Fg = \/ 2 (%ilizL) 2 (Z%MZL) 08 120° (4.134)
_ (P
Fg = ( = dsz) V3 (4.135)
Por tanto:
B0 ) A
(27'(d1112L> V3= mg (4.136)
Por lo que:
mg
i (4.137)
7o
(27tdllL> V3
. 2rtdmg
iy = A8 (4.138)
(noirL) V3
i (1072™) (4 x 107'Kg) (9,8m/s¢?) (4.139)
2 = .
(2 x 10-77"/4) (1024) V3
ir = 11,3 x 10A (4.140)

i, = 113A (4.141)
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Revisando Unidades:

2
S (4.142)

(4.143)

iZMKS — m — A (4144)

Es bueno tener en cuenta que a pesar de lo llamativo del montaje y
del fenémeno de levitacién, es mejor no intentar hacerlo en casa para ast
evitar sustos y accidentes. Pues obsérvese la magnitud de las corrientes
involucradas, las cuales son corrientes altas.

Solo por tener un punto de referencia. Una bateria de automévil de 12
voltios puede hacer pasar por su cuerpo una corriente de 10 miliamperios,
la cual, aunque no es suficiente para electrocutarte si es una experiencia
no muy agradable. Bueno, jpor lo menos para mi!.

De otra parte, si hay humedad pues la corriente va a aumentar. Re-
cuerde que la maquinita aquella con que retan a las personas, suelen retar
con mayor frecuencia a los “borrachitos” pues su resistencia a disminuido
debido al liquido consumido.

iDe modo que mejor no lo intentes por lo menos en casa o un labora-
torio que no cuente con la instrumentacién debida!
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Taller

1. Un campo eléctrico de 1,5kV/n y un campo magnético de 0,44T
acttian sobre un electrén en movimiento sin producir ninguna fuer-
za neta.

a) Calcule la velocidad minima ¥ del electron.

b) Trace los vectores E, By 7

2. Un fisico estd disefiando un ciclotrén para acelerar protones a 0,100c.

El iman empleado producird un campo magnético de 1,40T. Calcu-
le:

a) El radio del ciclotrén.

b) La frecuencia correspondiente del oscilador. Las consideracio-
nes relativistas no son significativas.

© © 06 0 0 O
®©® 0 0 0 0 O
© © 0 0 0 ©
© 0,00 ©~0 O
© p 0 040 0

P
e/ 4 v

—

Figura 4.27: Espectrémetro de masa. Ejercicio 3
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. Un dispositivo utilizado para medir la masa de los iones se muestra

en la Figura 4.27. Un ion de masa m y carga g se produce esencial-
mente en reposo en la fuente S, una cdmara en la que se estd produ-
ciendo la descarga de un gas. La diferencia de potencial V acelera
el ion y se permite que entre en un campo magnético B. Dentro del
campo el ion se mueve en un semicirculo, chocando con una placa
fotografica a la distancia x de la rendija de entrada. Demuestre que
la masa m del ion estd dada por

qu 2
= — 4.145

. En un experimento disefiado para medir la magnitud de un cam-

po magnético uniforme, los electrones se aceleran desde el reposo
a causa de una diferencia de potencial de 350V y después entran a
un campo magnético uniforme que es perpendicular al vector ve-
locidad de los electrones. Los electrones viajan alo largo de una
trayectoria curva debida a la fuerza magnética que se ejerce sobre
ellos, y se observa que el radio de la trayectoria es de 7,52cm.

a) (Cudl es la magnitud del campo magnético?

b) ;Cuénto vale la velocidad angular de los electrones?

. Un reloj circular de pared, estacionario, tiene una cardtula con radio

de 15c¢m. Alrededor de su perimetro estdn devanadas seis vueltas de
alambre; por el almbre pasa una corriente de 2,0A en la direccién de
las manecillas del reloj. El reloj estd situado donde existe un campo
magnético externo, uniforme y constante de 70mT (pero atn asi el
reloj marca el tiempo perfectamente). Exactamente ala 1 : 00p.m., el
horario apunta en la direcciéon del campo magnético externo.

a) ;Después de cuantos minutos apuntard el minutero en la di-
reccion del momento de torsiéon sobre el devanado debido al
campomagnético?

b) ;Cudl es la magnitud de este momento de torsién?

. Por un alambre de longitud L pasa una corriente i. Demuestre que

si el alambre tiene la forma de una bobina circular, el momento de
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torsién maximo en un campo magnético dado se desarrolla cuando
la bobina tiene solo una vuelta y el momento de torsién maximo
tiene magnitud igual a

1 5.

T= LB (4.146)
7. Un alambre doblado en un semicirculo de radio R forma un circuito
cerrado y transporta una corriente i. El alambre yace en el plano XY
y un campo magnético uniforme se dirige a lo largo del eje Y posi-
tivo. Encuentre la magnitud y direccién de la fuerza magnética que
acttia sobre la porcién recta y sobre la porciéon curva del alambre.

Ver figura 4.28.

N
-k
%52$

Figura 4.28: Conductor semicircular soportando una corriente eléctrica
estacionaria. Ejercicio 7

8. Considere la espira de alambre de la figura 4.29. Imagina que gira
sobre un eje a lo largo del lado cuatro que es paralelo al eje Z y
se amarra de modo que el lado 4 permanece fijo y el resto de la
espira cuelga verticalmente, pero puede dar vueltas alrededor del
lado 4. La masa de la espira es de 50,0g, y los lados tienen longitudes
a = 0,200m y b = 0,100m. La espira conduce una corriente de 3,50 A
y se sumerge en un campo magnético uniforme vertical de 0,0100T
de magnitud en la direccién positiva. ;Qué angulo forma el plano
de la espira con la vertical?
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Figura 4.29: Espira rectangular de alambre soportando una corriente
eléctrica estacionaria i. Ejercicio 8

9. El cafidn de electrones de 25kV de un tubo de televisiéon proyecta un
haz de electrones de 0,22mm de didmetro hacia la pantalla, llegando
5,6 X 10 electrones cada segundo. Calcular el campo magnético
producido por el haz en un punto a 1,5mm del eje del haz.

10. Una espira cuadrada de alambre, de lado a, conduce una corriente
i

a) Demuestre queel la magnitud del campo magnético B para un
punto en el eje de la espira y a una distancia z de su centro,
estd dado por

4pigia’
B(z) = Hota o (4.147)
7T (422 + a2) (422 + 2a2) /2

b) ¢A qué valor se reduce dicho campo en el centro de la espira?

11. Por un tramo recto de alambre de longitud L, fluye una corriente i.

a) Demuestre qye el campo magnético asociado con este segmen-
to en P, a una distancia perpendicular D de un extremo del
alambre, estd dado por:
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Mol L

B = 4.148
4rD (12 4 Dz)l/2 ( )

b) Demuestre que el campo magnético en el punto Q, a lo largo
de la linea del alambre, es cero. Ver figura 4.30.

R

7

I~

Figura 4.30: Alambre recto de longitud L que conduce una corriente es-
tacionaria i. Ejercicio 11

12. Calcule el campo magnético en el punto 0 para el sgemento de alam-
bre portador de corriente de la figura 4.31. El alambre consiste en
dos porciones rectas y un arco circular de radio a, que sustenta un
angulo 6.

N
f/'
Ty dS
¥
"\ I
. ! ’
N e % ’
\ ’
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o

Figura 4.31: Semi arco y dos conductores rectos para calcular el campo
magnético Ben el punto O. Ejercicio 12
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13. La figura 4.32 muestra la seccién transversal de un conductor cilindri-
co hueco de radios a y b, que conduce una corriente i uniforme-
mente distribuida. Usando el anillo amperiano circular mostrado,
muestre que el campo magnético producido por la corriente para el
intervalo b < r < a estd dado por:

Hol r? — b?

B(z) = (4.149)

27t (a2 —b%) r

Figura 4.32: Conductor cilindrico huevo. Ejercicio 13

14. Cuatro alambres largos de cobre son paralelos entre si y estan dis-
puestos en un cuadrado como muestra la figura 4.33. Transportan
corrientes iguales i hacia afuera de la pagina. Calcule la fuerza por
metro en cualquier alambre; dé magnitud y direccién. Suponga que
i =18,7A y a = 24,5cm. (Esto se conoce como el efecto de estric-
cién en el caso del movimiento paralelo de las particulas cargadas
en un plasma)



4.6. FUERZAS ENTRE CORRIENTES PARALELAS 173

Figura 4.33: Configuracion de cuatro alambres de cobre conductores. Ejer-
cicio 14

15. La figura 4.34, muestra un esquema idealizado de un “cafién elec-
tromagnético sobre rieles”, disefiado para disparar proyectiles con
velocidades hasta de 10Km/sg. El proyectil P descansa sobre dos rie-
les paralelos (y en contacto con ellos), a lo largo de los cuales puede
deslizarse. Un generador G suministra una corriente que fluye por
un riel, cruza el proyectil y regresa al otro riel.

Figura 4.34: Cafnon electromagnético. Ejercicio 15

a) Sea w la distancia entre los rieles, r el radio de los rieles (su-
puestos como circulares), e i la corriente. Demuestre que la
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fuerza sobre el proyectil es hacia la derecha y estd dada, apro-
ximadamente, por:

1 (i w4r
F—2(7T>ln< ) ) (4.150)

b) Si el proyectil arranca del extremo izquierdo del riel en re-
poso, determine la velocidad v a la cual es expulsado hacia
la derecha. Suponga que i = 450kA, w = 12mm, r = 6,7cm,
L = 4,0m y que la masa del proyectil es de m = 10gr.

16. Cada uno de los ocho conductores indicados en la figura 4.35, con-
duce 2,0A de corriente hacia adentro o hacia afuera de la pagina.

Estan indicadas dos trayectorias para la integral de linea jl{ BodsS.

¢Cudl es el valor de la integral para cada una de las trayectorias?

!/ '-i_.\ / A
~ AN
\ ®© *\\ ® "' ®© ® N
N\

\\ \\\ | \
\ = 1 *
\ S~ '

o \ \
AY \\ \ 1
\ > t ‘
~ ’
\ \ \ pe
\ ’ \ ~
. ® o _- , ® .
A Y 'l \ -
~ ‘ﬂ/ -

—

Figura 4.35: Dos configuraciones de cuatro conductores para el cdlculo

del flujo magnético para cada una de las trayectorias mostradas. Ejercicio
16

17. Un solenoide de 1,33m de largo y 2,60cm de didmetro, conduce una
corriente de 17,8A. El campo magnético en el interior del solenoide
es de 22,4mT. Halle la longitud del alambre que forma el solenoide.

18. Un solenoide largo tiene 100 vueltas por centimetro. Un electrén
se mueve dentro del solenoide en un circulo de 2,30cm de radio,
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19.

perpendicular al solenoide. La velocidad del electrén es de 0,0460c.
Halle la corriente en el solenoide.

La densidad de corriente a lo largo de un alambre cilindrico, largo,
s6lido, de radio a estd en la direccién del eje Y, varia linealmente
con la distancia radial r relativo al eje, de acuerdo con:

- jor

p (4.151)

Determine el campo magnético en el interior del alambre. Exprese la
respuesta en funcién de la corriente total i que fluye por el alambre.






Capitulo 5

LA ECUACION DE POISSON
LA ECUACION DE LAPLACE
EL METODO DE IMAGENES

5.1. Las ecuaciones de Laplace y Poisson

Las leyes de Coulomb y de Gauss, han sido utilizadas para hallar cam-
pos electrostaticos y potenciales eléctricos cuando la distribucién de carga
eléctrica se conoce: carga puntual, un sistema de n carga puntuales, distri-
buciones lineales, superficiales o volumétricas de carga. Sin embargo, en
muchas situaciones donde pueden intervenir uno o varios conductores y
donde la distribucién de carga no se conoce, se hace necesario encontrar
primero el campo eléctrico o el potencial y utilizar las llamadas condicio-
nes de frontera para establecer la distribucién de carga.

Las ecuaciones de Poisson y Laplace, las cuales se deben a los ma-
tematicos, y fisicos franceses Siméon-Denis Poisson (1781 - 1840) y Pierre-
Simon Laplace (1749 - 1827), son dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden independientes del tiempo, pues vienen expresadas en término del
operador nabla, el cual es un operador meramente espacial. Debido a ello
en dichos problemas no existen condiciones iniciales, pero si condicio-

177
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nes de frontera, puesto que se analiza cémo es el campo eléctrico en la
frontera entre dos medios. En los casos tratados aqui los dos medios lo
constituyen el conductor en cuestion y el espacio libre o vacio. Si en el
problema se especifica que la distribucién de carga en el o los conducto-
res involucrados es diferente de cero, se tiene la ecuacion de Poisson; en
caso contrario se obtiene la ecuacién de Laplace.

La forma diferencial de la ley de Gauss establece que:
VoE=F (5.1)

Pero como el campo electrostatico es conservativo, entonces tiene una
funcién escalar potencial tal que:

E=-VV (5.2)

Combinado las dos ecuaciones se tiene:

Vo(-vv)=L£ (5.3)

V2V = —eﬁ (5.4)
0

La cual, es la ecuacion de Poisson, donde V? es el operador lapla-
ciano, el cual, escrito en los sistemas de coordenadas rectangular, cilindri-
co y esférico, nos da la ecuaciéon de Poisson en estos tres sistemas coor-
denados. Ver la primera parte del curso de electrodindmica: Sistemas
Coordenados Curvilineos Ortogonales.
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Sistema coordenado rectangular

PV 2V *V _ p

P a2 92 e 5:5)
Sistema coordenado cilindrico
11 a_V _|_laz_v_|_az_v—_£ (56)
pdp Por 2092 922 g '

Sistema coordenado esférico

19 [ ,00 1 o (. 00 1 2P o
ar (’ a) 1 Z5in0 90 (Sm‘)%) T anteag? e 7

Si p = 0 se obtiene la ecuacién de Laplace.
Sistema coordenado rectangular

¥v+¥v+¥v_
ox2  9y? 9z

0 (5.8)
Sistema coordenado cilindrico

19 [ oV 10V 0%V
535 (V3) + g+ =0 )
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Sistema coordenado esférico

19 20D 1 0 [ 1 2D
r2or Fagag \SN0=5 | + 5o = 1
r2 or (r or ) + r2sin 6 00 <sm 20 ) T 12 sin2 § 9¢2 0 (5.10)

Aqui se considerardn sistemas unidimensionales, es decir, sistemas
donde la distribuciéon de densidad de carga o el potencial dependan de
una sola variable, pues la solucién de las ecuaciones diferenciales de dos
o tres dimensiones no tiene un método de solucién sencillo: El método de
separacion de variables.

Propiedades de las ecuaciones de Poisson o de Laplace

Las ecuaciones de Poisson y de Laplace cumplen dos propiedades im-
portantes, las cuales simplemente se enuncian aqui en forma de teorema:

Teorema 1. Si V4, V, - - - V,, son todas soluciones de la ecuacion de Poisson o de
Laplace, entonces:

V=CV+CWV+---+C,V, (5.11)

También es solucion de la ecuacion de Laplace. C1, Cy - - - Cy, son constantes.

Teorema 2. Teorema de unicidad. Dos soluciones de la ecuaciéon de Poisson o
de Laplace que satisfacen las mismas condiciones de frontera difieren a lo sumo
en una constante aditiva.
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Condiciones de frontera conductor - vacio

Puesto que, en un conductor que se coloca dentro de un campo elec-
trostatico no puede existir campo eléctrico en su interior (recuérdese la
jaula de Faraday) entonces en el conductor se deben cumplir dos condi-
ciones:

1. La densidad volumétrica de carga al interior del conductor debe
ser cero. Lo que implica que toda la carga eléctrica se encuentra
distribuida sobe la superficie del conductor.

po =10 (5.12)

2. El campo eléctrico dentro del conductor debe ser cero.

E;=0 (5.13)

Lo primero implica que la componente tangencial del campo eléctri-
co sobre la superficie del conductor debe ser cero.

E, =0 (5.14)

Y por medio de la ley de Gauss se puede mostrar que:

En = €0Ps (515)

ps = €oEs (5.16)

Ejemplo

Dos placas conductoras paralelas, las cuales estan separadas por una
distancia d, se mantienen a potenciales 0 y Vj, Ver figura 5.1. La region
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entre las placas estd llena con una distribucién continua de carga que
tiene una densidad volumétrica de carga igual a:

po = —poj (5.17)

Figura 5.1: Placas conductoras paralelas a potenciales 0 y Vp. Ejemplo
51.1

Despreciando los efectos de borde, determine

1. El potencial en cualquier punto entre las placas del condensador.

2. La densidad superficial de carga en las placas del condensador.
Solucion.

1. La ecuacién de Laplace establece que

V2V = —e% (5.18)

Es decir:
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0’V PV 9V P
= —— 1
a2 T Iy? oz €0 (-19)

Como el problema es unidimensional y en la direccién Y. entonces:

d?Vv 0
—_— = - 5.20
Reemplazando la densidad de carga, se obtiene:
di?v y
Integrando por primera vez, se tiene:
PO o
AV = ——y°d 5.22
27T€0dy Y +C ( )
Integrando nuevamente, se tiene:
v=picyt+a (5.23)

N 6€0d

Las condiciones de fronteras nos permiten calcular las constantes de
integracion C y Cy.

Para la placa inferior se tiene que: V. = 0y y = 0, por tanto:

V=0 (5.24)

C;=0 (5.25)

Para la placa superior se tiene que V = Vy y y = d, por tanto:

00 2
Vo = —d°+Cd .26
0 66‘0 (5 )

Es decir que:
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VW po
C= 7 6€0d (5.27)
Por lo que el potencial en cualquier punto entre las placas viene
dado por:
po 5. (Vo _ po
V=" — ——d 2
6€0dy + ( d 66’0 )]/ (5 8)

Si a dicho potencial, se le aplica el gradiente se obtiene el campo
eléctrico en cualquier punto entre las placas del condensador.

E,=— (VV), (5.29)

E, = —%—‘y/’ (5.30)

E, = _a <6%y3 ’ (a? _ 6%00 ) y>f (5.31)
b (-2 e

Las condiciones de frontera para una superficie de separaciéon conductor-
espacio libre, establecen que:

E;=0 (5.33)
E, = (5.34)
€0

Siendo E; el campo eléctrico tangencial y E, el campo eléctrico nor-
mal, dentro del conductor en la frontera.

La densidad de carga superficial en la placa inferior, dondey =0y
fi = j, esta dada por:
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psi = €0Ey; (5.35)
Por tanto:
Vi
Dss = —6070 - "6—°d (5.36)

La densidad de carga superficial en la placa superior, donde y = d
y i = —j, estd dada por:

Pss = —€0Eys (5.37)

pss = —€0 [%dz + (? - %d)} (5.38)
pss = —20d - GOTVO + ‘%d (5.39)

Dss = —eoTVO n %d (5.40)

Como se ve, las dos placas contienen distribuciones diferentes de
carga eléctrica, por lo que el dispositivo no constituye un condensa-
dor de placas paralelas.

Ejemplo
Dos planos conductores aislados infinitos que se mantienen a poten-

ciales 0 y Vp constituyen una configuracion en forma de cufia, ver figura
5.2. Determinar el potencial eléctrico en las regiones.

Li<p<a

2. e < @ <2
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L

Figura 5.2: Planos conductores aislados con potenciales 0 y Vp. Ejemplo
512

Solucion.

1. Puesto que no existe una distribucién de carga entre las placas, es
decir, p, = 0, entonces la solucién se obtiene mediante la ecuacién
de Laplace:

V2V =0 (5.41)

Por la simetria del problema conviene utilizar coordenadas cilindri-
cas, de tal forma que la ecuacién de Laplace queda como:

10 (VN 10V  9*V
oo (W) T e T T 642)
Como V varia solamente con ¢, entonces:
1% oV
= — = 4
or 0y 0z 0 (5.43)

Por lo que la ecuacién de Laplace queda como:
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19°V
S = 44
g7 =0 (5.44)
Solucionando la ecuacién para r 7# 0, se obtiene:

2
37‘2 =0 (5.45)

Por lo que, integrando dos veces, se tiene:

Vip)=Cip+ G (5.46)

Aplicando las condiciones de frontera, se tiene:
En la placa inferior, es decir paragp = 0, V = 0, y, por tanto C; = 0.

En la placa superior, es decir para ¢ = &, V = V), y, por tanto:

V() = CllX (5.47)
Vo
=2 4
] . (5.48)

Vip)=—¢ (5.49)

2. Aplicando las condiciones de frontera para la regién « < ¢ < 27,
se tiene:

V(a) =Cia+Cy (5.50)

V(2n) = Ci2n+ Gy (5.51)

Por tanto:

C2 =V (lX) - Cloc (5.52)
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V(2r)=C2n+V(a) — Cia (5.53)

V(2r)=C (2rn—a)+V(a) (5.54)

¢ =2 (22 - Z ®) (5.55)
_—V()

C = T (5.56)

Puesto que V (a) y V (271) = 0.

Para C; se tiene que:

27tV (0)
= .57
C T (5.57)
Por lo que la ecuacién
V(p)=Cip+C (5.58)

Queda, para la regién &« < ¢ < 27r, como:

V(p) = (5.59)

5.2. El método de imagenes

El método de las imdgenes para la resolucién de problemas elec-
trostaticos fue propuesto, en 1848, por el Fisico y Matematico britanico
William Thomson, (1824 - 1907) conocido también como Lord Kelvin,
titulo nobiliario que le fue otorgado en reconocimiento a sus estudios e
invenciones. Aunque en los campos de la termodindmica y la electricidad
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sus aportaciones fueron numerosas y notables, es especialmente recorda-
do como el creador de la escala termométrica que lleva su nombre (Escala
de Kelvin).

El problema clasico que ilustra el método de las imédgenes, consiste
en considerar una carga puntual g a una distancia d por encima de un
plano conductor infinito conectado a tierra. Se pide entonces encontrar el
potencial eléctrico en un punto por encima del plano. Ver ejemplo 5.2.1.

Obviamente el potencial en dicho punto no es solamente el producido
por la carga puntual, pues, de hecho, dicha carga induce una densidad
de carga negativa en el plano la cual también va a contribuir a dicho
potencial. El problema radica en que no se conoce dicha densidad de
carga inducida.

El método de las imédgenes propone, entonces, conseguir una configu-
racion equivalente a la original; es decir, una configuracién que cumpla
con las mismas condiciones de frontera que la original.

Para el caso en cuestion, se reemplaza el plano conductor por una nue-

va carga puntual que mantenga las condiciones de frontera del problema:

1. El potencial sobre el plano debe ser cero, pues este se encuentra
conectado a tierra.

V=0 para z=0 (5.60)

2. El potencial debe tender a cero para puntos lejanos de la carga.

V=0 para xX*+y*+22>d (5.61)

3. Solamente una carga puntual por encima del plano conductor.

La validez de la solucién conseguida de esta forma, estd garantizada
por el teorema de unicidad, pues este teorema garantiza que toda solu-
cién que cumpla con las condiciones de frontera es vélida y ademas la
Unica, independientemente del método por el cual fue conseguida.
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Es importante que las cargas imagen estén colocadas en una regién del
espacio diferente de aquella en la que calculamos el potencial o campo
electrostético, puesto que, si estuvieran alli, cambiariamos la forma de la
ecuacion de Poisson.

Ejemplo

Figura 5.3: Carga eléctrica Q y plano conductor conectado a tierra. Ejem-
plo5.2.1

Una carga eléctrica positiva Q se encuentra situada a una distancia
d sobre un plano conductor conectado a tierra (Potencial eléctrico ce-
ro), ver figura 5.3. Calcular el potencial eléctrico en un punto arbitrario,
P (x,y,z), de la regién y > 0, y la distribucién de carga inducida sobre
la superficie del plano conductor.

Solucién. Para aplicar el método de las imagenes, se elimina el plano
conductor y se sustituye por una carga eléctrica puntual imagen —Q en
y = —d, ver figura 5.4, lo cual no cambia la configuracién del problema
ni las condiciones de frontera.

En 3.6 se dijo que el potencial producido por una distribucién de n
cargas puntuales, estd dado por:
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JLZ

__-a-__.

—— =y — -

Figura 5.4: Planos semi infinitos en dngulo de 90° y una carga puntual Q.
Ejemplo 5.2.2

B
V= 4%0”2:1‘ 7] (5.62)

Donde, 7 es el vector que va desde el origen al punto donde se esta
calculando el potencial y 7J es el vector que va desde el origen hasta la
carga n.

Por lo tanto, el potencial en el punto P (x,y,z), paray > 0, es:

V(x,y,2) Q ( 1% 1q2> (5.63)

NN

Donde, segun la figura 5.5 se tiene:
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.Q
]
d
V=10', T { ________________________
LT [
= -d
L.-Q

Figura 5.5: Configuraciéon equivalente al sistema mostrado en la figura
5.3. Ejemplo 5.2.1

7—7d = (x,y,2) — (0,d,0) (5.64)
7— "& = (x,y—4d,z) (5.65)
=53] = [+ -y (566
F—73 = (x,y,2) — (0,~d,0) (5.67)
F—78=(x,y+d,z2) (5.68)

1/2

-7 = |+ o+ a4 2 (5.69)
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Por lo que:

Q ( i
V(x,y,z)=
477:60 ) 2
X2+ (y+d) + 22
\/ ) (5.70)
B 1
Vet (g d)? 22
Mediante el operador gradiente se obtiene el campo eléctrico:
E=-VV (5.71)

) 0 1 !
P_ v _ (5.72)
47e) <\/x2—|—(y+d)2+22 \/x2+(y+d)2—|—z2)

o Q xi+(y—d)j+zk  xi+(y+d)j+zk 5.73)
o\ Rty +d? 42 R (g )22

Las condiciones de frontera establecen que la densidad superficial de
carga en el plano es:

ps = €oEyl,_, (5.74)

La magnitud de la componente Y del campo eléctrico, Ey, calculada
eny = 0es:
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E = 5.75
47‘(60 ((xz + d2 + 22)3/2> ( )

Por tanto, la densidad superficial de carga sobre el plano y por encima
de él (y > 0), es:

d
0y = d - (5.76)
27t (x2 + d? + 22)
Para y < 0:
V(x,y,z)=0 (5.77)

Puesto que, como se dijo antes, el problema en su nueva configuraciéon
debe mantener las condiciones de frontera dadas.
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Ejemplo

—Q.___a__i E__a__’Q
T R .
y b

Figura 5.6: Configuracion equivalente al sistema mostrado en la figura 5.4
. Ejemplo 5.2.2

Una carga puntual Q se localiza en el punto (4,0, b) entre dos planos
conductores semi infinitos que se intersecan en angulo recto, ver figura
5.6. Determine el potencial eléctrico en el punto P (x,y,z) y la fuerza
sobre Q.

Solucién. La configuracion de la figura 5.7. es equivalente a la con-
figuracién inicial, pues la presencia de las tres cargas imagen permiten
mantener la condicién de potencial cero o potencial constante sobre los
planos.

En 3.6 se dijo que el potencial producido por una distribucién de n
cargas puntuales, estd dado por:
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P(x,y,z)

“'><

Figura 5.7: Configuracién para el cdlculo del potencial eléctrico debido a
una carga eléctrica inicial y la carga imagen.

_ 1 ¢ qn
- e B 57

n=1

Donde, 7 es el vector que va desde el origen al punto donde se esta
calculando el potencial y 7j es el vector que va desde el origen hasta la
carga n.

Por lo tanto, el potencial en el punto P (x,y, z), es:

1 1 1 1
V(xyz) = > <| IR T R T 74!) (5.79)

Cdme \[F-7[ -G -7 0

Pero segtin la figura 5.8, se tiene:
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Figura 5.8: Configuracion para el calculo del potencial eléctrico producido
por la carga eléctrica inicial y las tres cargas. Ejemplo 5.2.2

Figura 5.9: Fuerza elétrica ejercida sobre la carga eléctrica inicial por las
tres cargas. Ejemplo 5.2.2
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7—7s = (x,y,2) — (a,0,b)

7—7y=(x—a,y,z—Db)

-7 =(x+a,y,z+D)

‘7—?5\ = ((x+a)2+y2+ (z— 19)2\1/2

— -4

7—7y = (x+a,y,z—Db)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)
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1/2
PR = | P ) (5.91)

Por tanto:

(5.92)

1/
a4yt (e

En 3.4 se estableci6 que el campo eléctrico producido por un sistema
de n cargas puntuales, esta dado por:

y — (5.93)
— 7

Donde, nuevamente, 7 es el vector que va desde el origen al punto
donde se esta calculando el potencial y 7}’ es el vector que va desde el
origen hasta la carga n.

#_ 71 2 22 223
ey r°)3+(r r°)3+(r 70)3 (5.94)
o\l -l -]
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De la figura 5.10, se tiene:

Figura 5.10: Ubicacién de los vectores para el cdlculo del campo eléctrico
creado en la posicién de la carga inicial por las tres cargas . Ejemplo 5.2.2

7 —73 = (a,0,b) — (—a,0,b)

7 — 74 = (24,0,0)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)
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?—75‘ = (a,0,—b) — (—4a,0,b)

F—73 = (—2a,—2b)

‘?—73‘ - ((—2a)2+ (_2b)2)3/2
Por tanto:
B Q 2a1 (—Zb)fc_i_ (—2a)i
| (2 (2 ((—2a)2+(—2b)2)3/2
(—2b)k
+
((—20)*+ (—219)2)3/ i
g_ Q 1 2ai >
o | (20)7 ((—2a)2+(—2b)2>3/2
1 2b .
(—2b)> 7 | ¢
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(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(5.105)
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#_ Q 1 2ai :
— ;-
41teg (2a) <(2a)2 N (2b)2) 3/2
(5.106)
1 2b .
+ - k
(20)° (20 + (219)2)3/ ’

Multiplicando por las cargas Q1 = —Q, Q2 = Q' y Qs = —Q, se ob-
tiene la fuerza sobre la carga Q.

- Q2 1 2a ~
F= -———+ i
47te) (2a) ((2a)2 N (2b)2>3/2
(5.107)
1 2b .
+ - k
@7 (a2 + (2b)2>3/ ’
= Q2 _l a 2
" Tomey < @’ (a2 + b2)3/2> | (5.108)

(- — )k
b2 (a2+b2)3/2

Ejemplo

Una carga lineal infinita con densidad de carga A, se encuentra situada
a una distancia d del plano conductor z = 0, conectado a tierra. Ver figura
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5.11. Hallar el potencial en el punto P (x,y,z) y la densidad de carga
inducida en el plano.

—

Figura 5.11: Carga eléctrica lineal infinita y plano conductor colocado en
potencial 0. Ejemplo 5.2.3

Solucién. En el ejemplo 3.5.1 se estableci6 que el campo eléctrico pro-
ducida por una distribucién lineal infinita de carga, con densidad lineal
de carga A, estd dado por:

As

E= k (5.109)

27TE)Z

Donde z es la distancia de la linea de carga al punto donde se calcula
el campo eléctrico.

Generalizando, el campo eléctrico puede escribirse como:

= A
E = 3 5.110
27180/ ( )

La figura 5.12 muestra la configuraciéon equivalente, donde se ha eli-
minado el plano y se ha considerado una nueva distribucién lineal de
carga, pero negativa (—A) y a una distancia —d del plano.
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A
- == - - — -
1
1
d
1
___________________ P
h 1 3
=0 "' | :
] I '
f N 4
---------------------- S ——
[ .
— -
1
- - : -——
—A

Figura 5.12: Configuracione equivalente a la mostrada en la figura 5.11

Si se llama E1 al campo producido por la linea positiva y E2 al campo
producido por la linea negativa, entonces el campo eléctrico en el punto

P (x,y,z), sera:
E= El + Ez

Segun la figura 5.13, se tiene:

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)



5.2. EL METODO DE IMAGENES 205

fp=7—74 = (x,0,z+d) (5.116)

(5.117)

Figura 5.13: Vectores necesarios para el cdlculo del campo eléctrico pro-
ducido en el punto P por la configuracion del ejemplo 5.2.3

Luego:

= A A
E = 3 3 A1
27TE0r it 27TEQT D 2 (>.118)

Ay APy

E= 2 2
27eq (11) 27teq (12)

(5.119)
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fo A0 AE0z+d)
E= - <x2 bz d)2> 27teq (xz +(z+ d)2> (5.120)
- i xi
p— (xz F (- d)2> (xz + (z+ d)2> (5.121)
(z=d)k ___ (z=d)k |
(P+e-a7) (@+E+d))

Fo A M f

© 2reg (xZ +(z— d)2> (xz +(z+ d)z) (5.122)

_|_

(z—d) B (z—d) P
<x2 +(z— d)2> <x2 + (z+ d)2>

En 3.6 se estableci6 el potencial eléctrico como aquella funcién escalar
(V), asociada al campo electrostatico por ser un campo conservativo, tal
que:

E=-VV (5.123)

Asumiendo la dependencia del potencial exclusivamente de la distan-
cia entre la carga que lo produce y el punto donde se quiere calcular,
entonces:

E=-=¢ (5.124)

Multiplicando escalarmente a ambos lados de la ecuacion por 7, se
tiene:
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L dv

Eof’:—ﬂfor’
Eopdr = —dV
V:—/EOd?
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(5.125)

(5.126)

(5.127)

Como se conoce el campo eléctrico producido por cada una de las

distribuciones lineales, entonces:

V=Vi+W

V:—/moﬁ—/moﬁ

A —A
V:—/ ﬁoﬁ—/ 72 0 dF
27TE0Tr 27TEQTD

A —A
V=— d —/ d
/27’(801”1 " 27‘[801’2 "2

—A
V=- 1 ——1
27TE( nn 27TE( nr
A A
V=-— 1 ——1
(27’[80 nn 27'[80 1’11’2)
vo_ A pn
21Teg 12

Por tanto:

(5.128)

(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)
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1/2
A /

- 27eg

X2 4 (z—h)?

ot eah) (5.135)

Aplicando las condiciones de frontera, se tiene para la distribucién de
densidad de carga en el plano:

ps — eOEz |Z:O (5-136)
ps — €0EZ (5.137)
A —h h
- — 1
b= om |2+~ 2+ 12 (5.138)
—h (5.139)

Fs = 7 (x2 + h2)

Figura 5.14: Calculo del campo eléctrico creado por la configuracién del
ejemplo 5.2.3 en el punto (0,y, z)
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Vale la pena analizar el valor del campo eléctrico cuando se calcula en
un punto sobre el plano Z — Y, es decir P (0,y, z). Figura 5.14.

7 =7—71 = (0,y,2z) — (0,y,d) (5.140)
7 =7—7s = (0,0,z—d) (5.141)

71| = (z — d) (5.142)

7o =7—78 = (0,y,2) — (0,y, —d) (5.143)
fa=7—74=(0,0,z+d) (5.144)

72| = (z+d) (5.145)

Eo_t 5 A p (5.146)

r—
27Tegr 27T

£ Anﬂ B Maz (5.147)
2megry  27megry
s A [0z —zd) (00,2 +2d) i (5.148)
2meg | (z —d) (z+d)
A z—d2_ z+d2 p (5.149)
2re | (z—d)”  (z+d)
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A1 1

E:27rso _z—d_z+d_k (5.150)

= A1 1 74

E= - .
2rteg |z —d  z+d] k (6-151)

Que es la solucién si se aplica directamente el resultado conseguido
en el ejemplo 3.5.1:

i
I

152
2702 (5:152)
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Taller

1. Demuestre que las siguientes funciones de potencial satisfacen la
ecuacién bidimensional de Laplace:

a) V(x,y) = Ae ™ sinky

b) V (x,y) = Asin %Txcosh [% (a— y)}

Donde A, k, a y b son constantes.

2. Encontrar, por el método de separacion de variables, la solucién de
la ecuacién de Laplace para un potencial V.=V (x,y, z).

3. Los radios exterior e interior de dos delgadas capas esféricas con-
ductora y concéntricas son R, y R;, respectivamente. El espacio en-
tre las capas estd lleno con material aislante. La capa interior se
mantiene a un potencial V; y la exterior a V. Determine la distribu-
ciéon del potencial en el material aislante resolviendo la ecuacién de
Laplace.

4. Una carga eléctrica puntual se encuentra a una distancia d de una
esfera conductora de radio a que se encuentra a un potencial cero.
Determinar la magnitud gq; de la carga imagen y la distancia d;, a
la que se debe encontrar para mantener el potencial cero sobre la
esfera. Ver figura 5.15
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P(r,8,¢)

Figura 5.15: Configuracion para el ejercicio 4

5. Considere una linea de carga infinita, p; (C/n), se encuentra a una
distancia d del eje de un cilindro circular infinito conductor paralelo
de radio a. Mediante el método de imdgenes, encontrar la carga p;,
de la linea imagen y su distancia d;, desde el centro del cilindro. Ver
figuras 5.16 y 5.17.

Recuerde que la linea imagen debe ser una linea de carga paralela
dentro del cilindro para que la superficie cilindrica en r = a sea
equipotencial, y que, dicha linea de carga debe encontrarse a una
distancia d; desde el centro del cilindro sobre la linea que dicho
centro hace con la linea de carga.

Figura 5.16: Configuracion para el ejercicio 5



5.2. EL METODO DE IMAGENES 213

/f ~ M
,’ 2 !
h a Tl\
iy
d. 1
1'\ 0 R ! Pi
ot a ——
- #

Figura 5.17: Configuracién equivalente a la mostrada en la figura 5.16
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Apéndice A

Tres formas de escribir las leyes
de Maxwell

(Se respeta la notacioén del autor) !

Cuadro A.1: Notaciones de las leyes de Maxwell

!Tomado de Gell - Mann Murray. El Quark y el Jaguar. Aventuras en lo simple y lo
complejo.
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APENDICE A. LEYES DE MAXWELL

VoE =4mnp (A.1)
VoB=0 (A.2)

1.
VxE—I-EB:O (A.3)

VXB—%E=4TT[]_" (A.4)
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JdEx OJE, OE,
o + 3y + =z =4mp (AD5)

9B, 0B, 0B,
5x Tay T e =0 (A9

oE oE 1.
- Al - S
0x + ay +ch 0

OE. OF, 1,
W+¥+EBX_O (A7)

OB, 9By 1. 4rm,
W—i_ ay+EEZ_T]Z

0B 0B 1. 47,
Z+_y+_Ex:T]x

9y 0z ¢
(A.8)

0By 0B, 1. 4m,
5z " ax Tty W

Fl =T (A9

9, F =0 (A.10)







Apéndice B

Desarrollo de fourier para el
pulso cuadrado

El pulso cuadrado estd dado por una funcién de la forma:

f(t):{o si —nw<x<0

m osi 0<x<rm

De tal forma que su periodo es 2.

(B.1)

En 2.2 se dijo que el desarrollo de una funcién en serie de Fourier

viene dado por:

(B.3)
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1 (T 2nm
ay = T / T/zf (t) COS Ttdt (B4:)
1 T/ 2nm
—— in —— B.
by = /_ 1, f (B sin =t (B.5)
Con las siguientes propiedades:
1. Si la funcién f () es impar, es decir si f (—t) = —f (t), entonces

los coeficientes ag y a, son cero.

2. Si la funcién f (t) es par, es decir si f (—t) = f (), entonces los
coeficientes b,, son cero.

Por tanto:
2 § d § d B.6
ao—ﬂ(/_ﬂthL/Ont) (B.6)
a0 = [7tt] (B.7)
0— T 0 .
apg =7t (B.8)
Ahora:
1 0 217 T 2nrm
= — —_— —_— B.
ay = (/piO(COS(ZT[ t) dt>>+/0 ﬂcos(zﬂ t)dt (B.9)

7T
- B.1
ay 271/() 7t cos (nt)dt (B.10)



Por lo que:

De otra parte:

b LIy d
H—E/O resin (nt)dt

1 T
b, = o [——cosnt}
b —i( nt—1)
"= cos

Por lo que:

1
by, = . Sin es impar

Es decir:

223

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)
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U 1 1
pR— : . t . t .
f(t)_—2+51nt+—351n3 +—55m3 + +2 1

sin (2n + 1)t (B.19)

_ 1
f(t) = %T + Z;‘fzn — sin2n — 1t (B.20)

En las graficas B.1, B.2, B.3 y B.4 se muestra el pulso cuadrado y el
desarrollo en serie de Fourier para cuatro valores de n.
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Figura B.1: Pulso cuadrado y su desarrollo en serie de Fourier paran =1
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Figura B.2: Pulso cuadrado y su desarrollo en serie de Fourier para n = 2
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Figura B.3: Pulso cuadrado y su desarrollo en serie de Fourier para n = 3
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Figura B.4: Pulso cuadrado y su desarrollo en serie de Fourier para N =5



Apéndice C

Desarrollo de fourier para el
pulso diente de sierra

El pulso diente de sierra esta definido por una funcién de la forma:

t
f(t) = ppara— L<t<L (C.1)
Obviamente la funcién es una funcién periédica, con periodo 2L.

En 2.2 se dijo que el desarrollo de una funcién en serie de Fourier
viene dado por:

f(t) = {12—0 + ”ioo (an cos (%Tnt) + b, sin (%Tn> t) (C.2)

2 [T/
P == /_ L, f B (C3)
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1 T2 2nm
ay = T / T/zf (t) COS Ttdt (C4:)
1 [T/ . 2nm
WZTLUJmmPTW (C.5)
Con las siguientes propiedades:
1. Si la funcién f (t) es impar, es decir si f (—t) = —f (t), entonces

los coeficientes ag y a, son cero.

2. Si la funcién f (t) es par, es decir si f (—t) = f (t), entonces los
coeficientes b,, son cero.

Como la funcién definida arriba es una funcién impar, entonces:

1 (Lt . /nm
b —L/Lt 'n(ﬂt>dt (C.7)
n = 512 . S1 I .

nw . .
Llamando k = 5 integrando por partes, se tiene:

u=t (C.8)
du = dt (C.9)

dv = sin ktdt (C.10)



Entonces:
v = / sin ktdt
1
V= 7 cos kt
Luego:

/tsin ktdt = %cos kt — % /cos ktdt

) t sin kt
/tsmktdt = %coskt -

Regresando a la integral original, se tiene:

1 (L . /b 1 L nm
ﬁ/_Ltsm (Tt)dt: ﬁ/o tsin (Tt>dt

% /OL tsin (%t)dt = {%nL_:t cos (%) — %sin (%t)}

1 (L s am 1 L .
—/ t sin (—t)dt = — COSNTT — — Sin2ns
L? Jo L nrt nrt

Pero para todo n:

sin2nt =0

Luego:
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(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)
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b, = ic:os nrt (C.19)
nrt

Por tanto, la serie de Fourier para la funcién diente de sierra es:

f(t) = ’Li:: oSN (sin (%) t) (C.20)
ft) = %ni; (_111—)"+1 sin (%) t (C.21)

Pues cosnt = +1 dependiendo de si n es par o impar. Es bueno
resaltar que la funcién diente de sierra no siempre se expresa como una
funcién impar. Por ejemplo, la funcién

£) = ;ft 0<t<10 (C.22)

También es una funcién diente de sierra, pero en este caso no es una

funcién par ni impar, por tanto, hay que calcular los coeficientes ag, a, y
by

Calculando los coeficientes, se tiene:

2 [T/
P == /_ L f @ (C.23)
1 (104 4 127%

o= [M] 25



110:2

Para a,:

1 (T2 2nm
ay = T/_T/zf(t) cos (_T t)dt
= /104tco 2070\
"Z10) 5\ 5

a —l/lotcos 2n—ﬂt dt
"7 50 Jo 5

Integrando por partes, se tiene:

u=t du=dt

Por tanto:
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(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)

(C.33)

(C.34)
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2
ay = — (—) sin2nt =0
nr

Para b, se tiene:

1 [T/ _(2nm

1 (104 2n7
by = — [ =tsin( 22 )dt
"= 10 Jo 5sm( 5 )

2 10 /onm
bn—%/o tsm(Tt)dt

Integrando por partes:

. [ 2n7m B 5 2nm
dv = sin (Tt) dt v= (% COS Tt)

B 5 / 2n7rtdt__ in2n7rt
onr ) %75 T TS

E/lotsin 2H—TCt dif—3 —itcos%—ntaninzn—nt !
25 Jo 5 25| 2nm 5 5 o

nrt

4 10 umx 1 4 2
—/ tsin | —t |dt = | ——— cos4nm + —sindnm| = —
0 nrm 25

(C.35)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.A1)

(C.42)

(C.43)
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fty=2-Y% —sin =t (C.44)

En las gréficas C.1, C.2, C.3, C.4 y C.5 se muestra la funcién diente de
sierra y su desarrollo en serie de Fourier para cinco valores de n.

.

Figura C.1: Sintetizador de fourier. Laboratorio de fisica Universidad de
la Amazonia
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10 12 14 16 18 20 2 2

s

18 -6 14 -12 -0 -8

-3 34 -2 -30 -28 -26 -24 -2 -2

- =
- = Z
T e 207
! S &
viov 20
x x Vi w
g e v Ylgs
a5 =) k=
| 2 = -
L . -
= = — o
S g =) —
& = = H
+ o+ .
X e
<o < |0 < o= (0 I"‘
~
I Il
= X
= [l

Figura C.2: Pulso diente de sierra y su desarrollo en serie de Fouriern = 1
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Apéndice D

Clasificacion de los materiales
segin sus propiedades eléctricas
y los tres vectores eléctricos:

—

P,D,E

Seguin el comportamiento eléctrico, es decir, segtin la respuesta que
presenten ante la presencia de un campo elécrico externo, los materiales
se clasifican en: conductores, dieléctricos (aislantes) y semiconductores.
La teoria que explica a profundidad dicha clasificacién es la Teoria de
bandas, la cual,obviamente, no se considera aqui.

D.1. Materiales conductores

Los materiales méds representativo entre los conductores son los meta-
les, entre ellos sobresalen por su uso, el cobre (Cu), el aluminio (Al), la
plata (Ag) y el oro (Au). Entre los conductores no metélicos se encuentra
el grafito, las soluciones salinas y el plasma.

En términos generales los materiales conductores de electricidad se
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caracterizan por poseer gran cantidad de carga eléctrica libre, la cual tiene
la capacidad de desplazarse por el material ante la presencia de un campo
eléctrico externo. Dos propiedades fundamentales tienen los materiales
conductores eléctricamente:

1. Un conductor en presencia de un campo eléctrico externo a €1, es un
cuerpo equipotencial, cuyo potencial interno es cero. Si se recuerda
que:

E=-VV (D.1)

Entonces el campo eléctrico en el interior del conductor es cero,

(E = 0) , lo que implica que toda la carga eléctrica del conductor se
ha distribuido sobre su superficie.

2. En un conductor eléctrico se puede establecer una corriente eléctrica
mediante una fuente de fuerza electromotriz (Bateria).

El movimiento de los portadores de carga en un conductor aislado
es aleatorio y, por tanto, el flujo de portadores de carga a través de
una seccién transversal de drea del conductor es cero. Pero si se co-
necta el conductor a una fuente de poder, ésta establece dentro del
conductor un campo eléctrico, el cual reorienta los portadores de
carga haciendo que los portadores positivos se desplacen en direc-
cién del campo, en tanto que, los portadores negativos lo hagan en
direccion contraria al campo.

Se define, por tanto, la corriente eléctrica en el conductor como la
cantidad de carga eléctrica, que atraviesa la seccion de drea transversal del
conductor en la unidad de tiempo.

dq
= — D.2
T (D.2)
Su direccién se define como la direcciéon del campo eléctrico esta-
blecido dentro del conductor, es decir, contraria al desplazamiento
de los electrones, y su unidad es el Ampere.
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C
=—=A (D.3)
58
Se define la densidad de corriente como la cantidad de corriente que
atraviesa perpendicularmente la seccion transversal del conductor,
es decir:

[i]s:1

i:i/fodg (D.4)
De tal manera que:

J=0E (D.5)

Donde o se denomina como la conductividad del material.

Recordando que:

vz—/foﬂ (D.6)

Y, como dicho campo eléctrico tiene direccién contraria al despla-
zamiento de los electrones del conductor y, ademds es uniforme,
entonces:

E—

% (D.7)

Considerando que la densidad de corriente y la seccion transversal
del conductor son perpendiculares, entonces:

i
i — — D.8
j=g (D)
Por tanto:
1

E=— D9
oE = ¢ (D9)
\%

(D.10)
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1% )

—_= — D.11

i oS ( )
Se define la resistencia del material como:

R = L (D.12)

- oS '

Por tanto:

% =R (D.13)

Que es la ley de Ohm para los conductores.

De otra parte, el potencial eléctrico es la energia potencial eléctrica
por unidad de carga (seccién 3.6), entonces:

dUg = dqV (D.14)
AUy = idtV (D.15)
dUp .

Pero la energfa por unidad de tiempo es la potencia P, entonces:

P=iV (D.17)

La cual es la ley de Joule, y la que nos indica cudnto calor se disipa
en un conductor con el paso de una corriente. Combinada con la ley
de Ohm puede escribirse como:

P =R (D.18)

O como:

P=" (D.19)
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D.2. materiales dieléctricos

Los materiales no conductores de electricidad, llamados dieléctricos o
aislantes, se caracterizan por no poseer gran cantidad de carga eléctrica
libre, que pueda desplazarse libremente por el material ante la presencia
de un campo eléctrico externo. En otras palabras, son materiales que no
conducen la electricidad. Entre los dieléctricos se encuentran el vidrio, la
cerdmica, los plasticos, la goma, la mica, el papel, la porcelana, la madera
seca, la baquelita etc.

En el ejemplo 3.6.2 se estudi6 el dipolo eléctrico, como dos cargas
eléctricas q, de signo opuesto, separadas una pequefia distancia d, y para
los cuales se define el momento dipolar eléctrico como:

p=qd (D.20)

Como en un dieléctrico los electrones estdn fuertemente ligados a
su nucleo, entonces, el efecto de un campo eléctrico sobre un dtomo (o
molécula) es producir un pequefio desplazamiento de las cargas eléctri-
cas positivas y las cargas eléctricas en direcciones opuestas, creando con
ello dipolos eléctricos en el material. Se dice entonces, que el material se
encuentra polarizado.

Se define entonces la densidad volumétrica de momento dipolar eléctri-
co como el vector polarizacion P:

P = lim &! (D.21)

En el caso de los materiales polares, es decir, materiales cuyas molécu-
las son dipolos naturales (el agua, el acido clorhidrico) dicha polarizacién
se debe a la alineacién con el campo eléctrico externo que sufren dichos
dipolos naturales.
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De hecho, la polarizacién P, como todo dipolo (ver ejemplo 3.6.2) pro-
duce un potencial eléctrico en un punto externo al dieléctrico, dado por:

B Po#do

dv =
471e0r?

(D.22)

De donde se puede mostrar que la polarizacién P corresponde a un
gran dipolo eléctrico (por asi decirlo) cuya carga positiva corresponde a
una densidad superficial de carga de polarizacién pps, y la carga negativa
corresponde a una densidad volumétrica de carga de polarizacién ppy.

pps = Poty (D.23)

opy = —VoP (D.24)

Pero los dieléctricos puros no existen y, por tanto. tienen, aunque pe-
quena, carga libre, por lo que su densidad volumétrica de carga de pola-
rizacion se ve modificada por la densidad volumétrica de carga libre:

Ot = Ppy + Po (D.25)

Aplicando la ley de Gauss para el campo eléctrico se tiene:

VoF = ”Pve—m’ (D.26)
0

0o = V oeoE — ppy (D.27)

0y =VoekE+VoP (D.28)
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po=Vo (eoﬁ + ﬁ) (D.29)

Se define el vector densidad de flujo eléctrico o desplazamiento eléctri-
co D, como:

D=eE+P (D.30)

De tal forma que la ley de Gauss para el campo eléctrico se convierte
en:

—

VoD =p, (D.31)

Para el espacio libre P=0 y,por tanto:
D = e)E (D.32)
O bien:
/ BodS=gq (D.33)
S

La cual es otra forma de la ley de Gauss para el campo eléctrico donde
se enfatiza que el flujo eléctrico, hacia el exterior o hacia el interior de una
superficie S, es igual a la carga libre encerrada en dicha superficie.

D.3. Materiales semiconductores

Los materiales semiconductores son materiales que tienen propieda-
des intermedias entre los materiales conductores y dieléctricos, es decir,
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son materiales que bajo ciertos factores (radiacién incidente, presién, tem-
peratura etc.) se comportan como conductores o como aislantes. Los mds
conocidos son el silicio (Si) y el germanio (Ge) por su uso en la fabrica-
cién de elementos electrénicos: diodos, transistores, circuitos integrados,
celdas fotovoltaicas etc. Su estudio estd fuera del rango de estas notas de
clase.

Nota: se dird que otra clase de materiales son los superconductores,
pero vale recordar que la superconductividad es una propiedad que ad-
quieren ciertos materiales bajo condiciones de muy baja temperatura. Su
estudio corresponde a la mecédnica cudntica.



Apéndice E

Clasificacion de los materiales
segin sus propiedades
magnéticas y los tres vectores

—

magnéticos: H, M, B

Segun el comportamiento magnético, es decir, segtin la respuesta que
presenten ante la presencia de un campo magnético externo, los materia-
les se clasifican en: Ferromagnéticos, diamagnéticos y paramagnéticos.

En el ejemplo 4.3.3, se mostré que una espira de corriente, indepen-
dientemente de su geometria, podia considerarse como un dipolo magnéti-
co con un momento magnético:

ji = iAfy (E.1)

El cual, ante la presencia de un campo magnético externo, puede sufrir
un torque:

(E.2)

iall
I
=!
X
osT]
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El 4tomo puede considerarse como una espira de corriente circular
y, por tanto, como un dipolo magnético con dipolo magnético . En un
material, que no esté magnetizado, y que no esté expuesto a un campo
magnético externo, los dipolos magnéticos atémicos se orientan aleato-
riamente, dando con ello un momento dipolar magnético cero.

El momento dipolar magnético por unidad de volumen, o vector mag-
netizaciéon M, dentro del material es:

n
Y i
N&:]a%k:; (E.3)
—

Mediante el potencial vectorial magnético A, el cual no ha sido con-
siderado en estas notas, puede mostrarse que, similarmente al vector po-
larizacién, la magnetizacion M, se debe a una densidad superficial de
corriente de magnetizacién Tmsi

s = M x 7y (E.4)

7n es un vector normal a la superficie y que apunta el exterior de ella.

Y una densidad volumétrica de corriente de magnetizacion J,:

Tuo =V x M (E.5)

En el espacio libre (vacio) la ley de Ampere nos dice que:

V x B = o] (E.6)

=7 (E.7)
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Donde f es la densidad volumétrica de corriente libre. Pero en un
medio material la densidad volumétrica de corriente se ve aumentada por
la densidad corriente volumétrica de magnetizacién, de tal forma que la
ley de Ampeére para un medio material es:

E - -
VX — =]+ Jmo (E.8)
Ho
B - .
VXx—=]4+VxM (E.9)
Ho
v « (E) ~7 (E.10)
Ho

Se define el vector intensidad de campo magnético H como:

=

a=2 _ g (E.11)
Ho

Obsérvese que para el espacio libre la ley de Ampere puede escribirse,
en su forma diferencial, como:

—

VxH=T (E.12)

Y en su forma integral como:

/ Hodl — i (E.13)
C

Existen dos parametros que permiten clasificar los materiales magnéti-
cos. Uno es una constante de proporcionalidad (adimensional) entre la
magnetizacion M y la intensidad de campo magnético H definida en los
materiales lineales, llamada susceptibilidad magnética:
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M = xnH (E.14)

El otro pardmetro es la permeabilidad magnética relativa p,:

Hr = % (E.15)

Donde p es la permeabilidad magnética del material y o la del espa-
cio libre.

La relacién entre estos dos pardmetros es:

Ur =14 xm (E.16)

E.1. Materiales diamagnéticos

(,ur <Lxmn~ 10_5)

Son materiales cuyos momentos dipolares magnéticos atémicos son
cero y por ello no producen ningtin campo magnético interno, por lo que
son indiferentes a la presencia de un campo magnético externo.

Son materiales diamagnéticos el bismuto (Bi), el plomo (Pb), el cobre
(Cu), el silicio (Si), el diamante, etc.

E.2. Materiales paramagnéticos

(1r > 1,10 5x < xm < 1073)

Son materiales cuyos dtomos presentan momentos magnéticos perma-
nentes por lo que reaccionan ante la presencia de un campo magnético ex-
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terno creando un campo magnético interno mediante la alineacién de sus
momentos magnéticos atdmicos (o moleculares). Dicho campo magnéti-
co interno desaparece cuando el campo magnético externo es retirado.
En otras palabras, las sustancias paramagnéticas no presentan un mag-
netismo permanente, entre otras cosas, porque la agitacion térmica del
material tiende a compensar el alineamiento de los dipolos.

Son sustancias paramagnéticas el potasio (K), el oxigeno (O), el tungs-
teno (W), el cloruro de erbio (Clsg,) etc.

E.3. Materiales ferromagnéticos

wr > 1L xm >0

Los materiales ferromagnéticos se caracterizan por tener dipolos magnéti-
cos atémicos (0 moleculares) permanentes en gran cantidad, es decir
una magnetizacién M alta, lo que les permite responder fuertemente a
un campo magnético externo y mostrar una magnetizacion atin en au-
sencia del campo externo. Son materiales ferromagnéticos el hierro (Fe),
niquel (Ni) y cobalto (Co), los que ademds son los tinicos materiales fe-
rromagnéticos a temperatura. Cada uno de estos materiales pierde su
magnetizacién a la llamada, temperatura llamada temperatura Curie.

Una caracteristica fundamental de los materiales ferromagnéticos es
que no son lineales, es decir, su susceptlblhdad magnética X, NO es cons-
tante y, por tanto, su relacién M = x,,H, no es una linea recta y si el
material se regresa a las condiciones iniciales su curva no regresa de la
misma forma en que se llevé el material a las condiciones finales. Dicha
curva se llama curva de histéresis, y el area representa la magnetizacién
del material.
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i
J

B

Figura E.1: Curva de histéresis de un material ferromagnético



Apéndice F
Las lineas fisicas de fuerza

“ ... no he podido todavia deducir a partir de los fendmenos la razén de estas
propiedades de la gravedad y yo no imagino hipétesis (Hypotheses non fingo).
Pues lo que no se deduce de los fenémenos ha de ser llamado hipétesis, y las
hipétesis. .. no tienen lugar en la filosofia experimental”, escribia Newton en
1687 en el escolio general de sus Principios matemaéticos de la filosofia
natural. (Newton, Isaac. Principios matematicos de la filosofia natural.
Alianza Editorial S. A. Madrid. 2018.)

Y, es que el principal fantasma que rond¢ a la teoria de la gravitacién
universal de Newton, fue el de la accién a distancia, es decir, el expli-
car cdmo un cuerpo acttia sobre otro sin estar en contacto. Ante dicha
dificultad, surgieron teorias alternativas que pretendian explicar la grave-
dad, entre las cuales sobresale la de Descartes, quien pretendia explicar
la interaccién entre los cuerpos mediante vortices (remolinos) de una sus-
tancia llamada éter que llenaba todo el espacio. Ver figura E.3.

Michael Faraday, (1791-1867), fisico britdnico que estudio el electro-
magnetismo y la electroquimica, también rechazaba la accién a distancia
y para ello propuso el concepto de lineas fisicas de fuerzas como la forma
de visualizar y representar el sentido, la direccién y la intensidad en cada
punto del espacio de la interaccién electromagnética.

Sera Maxwell quien, en sus trabajos, Sobre las lineas de fuerza de

255
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Faraday, (1855, 1856); Lineas fisicas de fuerza, (1861, 1862) y el Tratado de
electricidad y magnetismo (1873), desarrolla matemdticamente las ideas
de Faraday.

Lo cierto es que Faraday con su concepto de linea fisica de fuerza
inicia la teoria de campo tan necesaria en la fisica de hoy.

Las propiedades de las lineas fisica de fuerza son:

1. Las lineas de fuerza dan la direccién del campo eléctrico o magnéti-
co en cualquier punto. En cualquier punto del espacio, la tangente
a la linea de campo determina dicha direccién.

2. En cada punto del espacio el valor del campo y su direccién son
tnicos. Ello equivale s decir que, las lineas de campo no se pueden
cruzar.

3. Las lineas de campo eléctrico se originan en las cargas positivas y
terminan en las cargas negativas.

4. Las lineas de campo magnético son lineas cerradas, emergiendo de
los polos magnéticos norte y cerrandose por los polos magnéticos
sur.

5. El namero de lineas de campo que atraviesan una determinada drea
transversal a las lineas es proporcional a la magnitud del campo. En
las regiones donde haya un mayor ntimero de lineas de campo el
valor del campo serd mayor.
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Figura F.1: Dibujos realizados por Faraday de las lineas de fuerza obteni-
das con limadura de hierro.
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Figura F.2: Visualizacién de las lineas de fuerza obtenidas mediante des-
cargas eléctricas en cepillos
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Figura F.4: Dibujo de las lineas de fuerza alrededor de un iman publicado
por Faraday en 1831

Figura E5: Lineas de fuerza producidas por a) Cargas iguales de signo
contrario. b) Cargas iguales de igual signo. ¢) Cargas de diferente valor
y signo contrario
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Figura F.6: Hans Cristian Oersted realizando una demostraciéon de su ex-
perimento

Figura F.7: Un experimento aparentemente sencillo
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Figura E.8: Faraday pronunciando una de sus conferencias juveniles de
navidad en la Royal Institution en 1856






Apéndice G

(Quién ha pedido eso?

1 El legado cientifico y tecnolégico de la teoria electromagnética de
Maxwell es incuestionable. A nivel teérico el desarrollo del electromagne-
tismo represent6 un avance teérico comparable al realizado por la mecani-
ca de Newton, pues represent6 la unificacion de tres fendmenos fisicos en
una sola teoria: la electricidad, el magnetismo y la luz. De hecho, en la
historia de la fisica a dicha unificacién se le llama la segunda gran unifi-
cacién, pues la primera se le llama a la unificaciéon de la fisica terrestre
con la fisica celeste realizada por Newton en el siglo XVIL

A nivel tecnolégico, industrial y de desarrollo, representa algo como
(aunque quizds mas) la revolucién que suscité la maquina de vapor in-
ventada por el quimico e ingeniero escocés James Watt (1736-1819) y que
se llamo la revolucién industrial. Es que, comenzando por las ondas elec-
tromagnéticas, llamadas también ondas hertzianas, llamadas asi en honor
al fisico aleman Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) quien las descubrio,
que permitieron el desarrollo de la radio y la telefonia, ninguna persona
puede negar haber sido tocado por Maxwell.

Pero, ;como consiguié Maxwell desarrollar su teoria? Asi lo describe

sidor Isaac Rabi (1898 - 1988) ante el descubrimiento del muon. Citado en Lederman
Leon, Dick Teresi. La particula divina. Si el universo es la respuesta, jcudl es la pregunta?
Editorial Critica. Barcelona. 2004.
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el propio Maxwell en su trabajo de 1861, Sobre las lineas fisicas de fuerza:

Me propongo ahora examinar los fendmenos magnéticos desde un punto de
vista mecdnico y determinar qué tensiones o movimientos de un medio son capa-
ces de producir los fendmenos mecdnicos observados. Si, por la misma hipotesis,
podemos conectar los fenémenos de atraccion magnética con los fendmenos elec-
tromagnéticos y con los de las corrientes inducidas, habremos encontrado una
teoria que, si no es cierta, sélo se puede demostrar que es errénea mediante la
experimentacion que ampliard enormemente nuestro conocimiento de esta parte
de la fisica.3 (]. C. Maxwell. On physical lines of force. En, The scientific papers
of James Clerk Maxwell. Dover Publications, inc., New York. 1965).

Y, en carta dirigida a Thomson en diciembre de 1861, escribe:

Supongo que el “medio magnético” estd dividido en partes pequefias o células,
estando compuestas las divisiones o células-paredes de un solo estrato de particu-
las, siendo estas particulas “electricidad”. Supongo que la sustancia de las células
es altamente eldstica tanto respecto a la compresion como a la distorsion, y que
la conexion entre las células y las particulas en las paredes de las células es tal
que la rodadura es perfecta, sin que se produzca deslizamiento entre ellas, y que
actiian entre si tangencialmente. (Sdnchez Ron, José Manuel. Cartas Cientifica.
La historia de la ciencia a través del intercambio epistolar. Temas. Investigacion
y Ciencia. ler trimestre 202. No.103.)

Es que Maxwell fiel al pensamiento del siglo XIX creia firmemente en
la validez de las leyes de la mecédnica newtoniana, pero como muchos
otros rechazaba la accién a distancia y para ello encontré un sustento en
la teoria de las lineas fisicas de fuerza de Faraday.

Pero lo curioso de esta historia, es que las ecuaciones de Maxwell, y en
general toda la teorfa electromagnética, devenida de un modelo mecénico
(Figura A.7.1), pusiera en duda la validez de la mecanica newtoniana.

Al contener, las ecuaciones de Maxwell, la velocidad de la luz como
una constante, es decir independiente del marco de referencia en que se
mida, introduce inmediatamente, la existencia de un marco de referen-
cia privilegiado donde las ecuaciones de Maxwell son validas. O, para
decirlo de una forma mds formal, dicha velocidad constante implica que
las ecuaciones de Maxwell no son invariantes bajo las transformaciones
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galileanas.
El mundo cientifico, por tanto, se encontrd, en el siglo XIX ante la

disyuntiva, de:

1. Reconocer que las ecuaciones de Maxwell, y toda la teoria electro-
magnética derivada de ellas, no es valida y la mecanica si, o

2. Reconocer que la mecdnica newtoniana no es vélida y el electromag-
netismo si.

La solucién al dilema llegaria de la mano de Albert Einstein en 1905.

jPero esa es otra historia!
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E VI

Figura G.1: Modelo mecénico utilizado por Maxwell para la formulacién
de su teoria electromagnética
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