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INTRODUCCION

El andlisis de la ensefianza de los conceptos asociados al cédlculo diferencial, no es algo
nuevo en los diferentes programas de educacién superior, mds aun en las Facultades de
Educacion. Hacer un andlisis del cédlculo diferencial en términos de formacién de profe-
sionales, requiere de un grado y nivel de razonamiento y aplicacién que se deben desarro-
llar en los estudiantes.

Al proporcionar la pendiente de una curva en un punto, la derivada tiene aplicaciones
diversas, donde puede interpretarse como la razén de cambio. La idea que se desarro-
lla a través de algunas técnicas bdsicas que permitirdn calcular la derivada en todas las
situaciones estandar que es probable encontrar en la practica.

El propésito de un primer curso de cdlculo diferencial es ensefiar a los estudiantes las no-
ciones basicas de la derivada, sus técnicas y aplicaciones que acompaiian a cada concepto,
esto, con el fin de proporcionar un acceso inmediato de su interés curricular en cuanto a
sus aplicaciones en sus dreas respectivas.

Este libro se ha escrito con el fin de facilitar un acceso inmediato y agradable al concepto
de derivada, logrando un equilibrio apropiado entre lo matemdtico y lo didéctico para
alcanzar la familiaridad con el tema, esto no significa que el rigor de la disciplina tenga
que abandonarse, todos los capitulos disponen de una introduccién informal que establece
el tema y el material que va a ser tratado en cada capitulo.

En cuanto a la pregunta: ;Por qué escribir otro libro de calculo? ... porque practicamente
todos los existentes son demasiados largos y se pierde la visién de la idea del concepto de
derivada ...”, se espera que el orden de los capitulos suministre al lector una sélida visién
del tema. Dentro de las secciones hay figuras, graficas, ilustraciones y tablas que facilita
a los lectores la visualizacién o resumen de los conceptos. Ademads, se dan suficientes
ejemplos y ejercicios. En general, el texto no contiene demostraciones de teoremas, salvo
para aquellas formulaciones matemadticas que se puedan justificar mediante una secuencia
bastante obvia de manipulaciones algebraicas o cdlculos sencillos, desglosado en tres
capitulos, La Derivada, Reglas para Encontrar Derivadas, y Aplicaciones.

En esta version, se han introducido una serie de suplementos y modificaciones en su es-
critura matematica, es decir, de la forma mds breve posible para una mejor asimilacién a
la introduccién al cdlculo. El capitulo 1 introduce conceptos basicos de funciones reales y
se centra en clases de funciones y sus propiedades, las cuales llevan a las primeras aproxi-
maciones de la derivada desde el concepto de tangente, construccién de la tangente a una
curva, velocidad promedio y velocidad instantdnea. Trata algunos problemas habituales
que se analizan en relacion con los temas descritos.




Con el fin de facilitar a los estudiantes la obtencién de la derivada por los diferentes
métodos basicos conocidos en el cdlculo, estos se presentan, ilustran y desarrollan en el
capitulo 2, de tal forma que facilite identificar su aplicacién y utilidad en las diferentes 5
disciplinas.

Finalmente, en el capitulo 3 se aumenta el nimero de problemas y aplicaciones para desa-
rrollar maximos y minimos, punto critico, monotonia y concavidad, puntos de inflexion,
mdaximos y minimos locales y otros problemas de aplicacién. Se introducen varios pro-
blemas de elevada dificultad cuya solucién requiere del conocimiento de los anteriores
capitulos.

En conclusién, los contenidos disciplinares, los problemas y ejemplos planteados a lo
largo del presente libro, como también sus soluciones, estdn elegidos para cada tema de
tal forma que contribuyan a la mejor compresion de la derivada, particularidad que ademas
hace al libro mds cdmodo para aquellos estudiantes que quieran iniciar el estudio de las
matematicas individualmente.
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1.1

LA DERIVADA

Dos problemas muy antiguos generaron el estudio del concepto de “derivada’:

1. El problema de hallar la pendiente de la recta tangente (es un problema geométrico
iniciado por Arquimedes).

2. El problema de hallar la velocidad instantdnea (es un problema de Mecénica estu-
diado pro Kepler y Galileo).

iSon problemas gemelos!

FUNCIONES REALES
INTRODUCCION

Los distintos objetos o fenémenos que observamos en la naturaleza parecen estar organi-
camente conectados unos a otros; dependen unos de otros. Desde hace mucho tiempo se
sabe que algunas relaciones simples y otras complicadas se conocen como “leyes” funda-
mentales de la naturaleza. Estas leyes sefialan que si distintas magnitudes caracterizan un
fenémeno natural, entonces algunas de ellas estdn determinadas por otras. Por ejemplo, el
volumen de un cilindro estd determinado por la longitud de su radio y altura; el volumen
de una cantidad dada de gas estd determinado por la temperatura y la presion a la que estd
sometido el gas; la potencia de un circuito eléctrico varia proporcionalmente a la resisten-
cia, y al cuadrado de la corriente, etc. Todo este tipo de situaciones fueron las que dieron
origen al concepto de funcién.

Los conceptos de variable y funcién, que hoy utilizamos, surgieron de manera paulatina,
a través de los trabajos de muchos mateméticos. Quizés el proceso de inicié con Neper en
conexioén con la funcién logaritmica y avanz6 de una manera mas o menos clara (aunque
no definitiva) con Descartes, Fermat, Newton, Leibniz y los hermanos Bernoulli. Estos
ultimos utilizaban el concepto de funcién solo en ejemplos tales como polinomios o fun-
ciones trigonométricas.

Después, Euler, en su Introduction to Algebra en 1770, d4 dos explicaciones de la palabra
funcién: una, es que una funcién es una expresién y(x) conformada por polinomios, loga-
ritmos y funciones trigonométricas, etc., pero sin aclarar cudles clases de combinaciones
eran admisibles; la otra, que una funcién y(x) se tendria cuando se pudiera dibujar una
curva en el plano xy.
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Para Lagrange, la nocién de funcién se restringe solo a aquellos casos que resultan poten-
cias de x. Posteriormente Fourier en sus trabajos sobre la teoria del calor en una superficie,
analiz6 complicadas funciones; lo que ampli6 la idea de lo que deberia considerarse como
funcién.

Pero fue Dirichlet (1854) el primero que definié una funcién: si de alguna forma se deter-
mina un valor y para cada valor de x en un intervalo dado, entonces y se llama una fun-
cién de x. La forma, como aparece en este capitulo, se remonta a los trabajos de Cauchy,
Weierstrass, Dedeking, Cantor y, particularmente, Kuratowski (1896 - 1980).

Después de esta breve introduccidn histdrica, hemos llegado a una de los objetos centrales
sobre los cuales se construy6 la matemdtica moderna: el concepto de funcién.

Definicion 1.1 (Funcion real)

Decimos que f es una funcién real de variable real o simplemente una funcién
real f de A CRen B C R, sies unarelacion de A C R en B C R, que satisface la
condicién de que para toda x € A existe un tnico elemento y € B tal que (x,y) € f.

Observaciones
La definicién (1.1), es equivalente a que
a) Todo elemento x de A es la primera componente de alguna pareja de f.

b) Si (x,y1) € f, ¥, (x,y2) € f, entonces y; = y»; es decir, en f no hay dos
parejas distintas con la primera componente igual.

¢) Notacién. Si f es una funciéon de A C R en B C R, escribimos indistinta-

mente,

f: ACR — BCR ACR

EA
X — y=f(kx) ¢ X —
d) Puede ocurrir que, en algunos casos, A =Ry B =R.

e) Para cadax € A C R, al dnico y € B C R tal que (x,y) € f se denota como
y = f(x) y se dice que y es la imagen de x a través de f.

f) Dominio de f
D(f)=A={xeA|y=f(x)}

Recorrido de f
R(f)=B={yeBly=f(x)}

g) La gréafica de una funcién real se denota como
G(f) ={(xy) |y=rx)} ={(xf(x)}

Observacion: Toda gréfica es una funcion si toda recta paralela al eje y se intersectan
con ésta en un solo punto.
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Yy
/ f
L
Yy
1
/\'J
Punto de interseccion \'
€T
> —
Figura 1.1

1.1.2 ALGUNAS CLASES DE FUNCIONES

Las siguientes funciones se utilizardn mas adelante.

1. Funcién constante: En una funcién de la forma y = f(x) = ¢, con ¢ € R. Su gréfica
son rectas horizontales.

2. Funcién lineal: Es de la forma y = f(x) = mx+b, con m,b € R. Al nimero m
se suele llamar la pendiente de la recta. Sim =1y b =0, a la funcién y = f(x) se
Ilama la funcién identidad (o la funcion idéntica).

3. Funcion polinémica: Es de la forma
y=f(x) =ap+aix+ax®+... +ax",

donde agp,aj,az,... son nimeros reales y n es un entero positivo. Son ejemplos
de funciones polindmicas las funciones constantes, las lineales, las ecuaciones de
segundo grado y = f(x) = ax? + bx + ¢, que son parébolas que abren hacia arriba o
hacia abajo. Las pardbolas que abren hacia la izquierda o hacia la derecha no son
ejemplos de funciones. (;Por qué?).

4. Funcion racional: Estas funciones son de la forma

_ ao—|—a1x+a2x2+...—|—anx”
- bo+bix+byx2+...+bx"’

y=f(x)

donde el numerador y el denominador son funciones polinémicas.

x,six>0
x,six<0’
su dominio son los nimeros reales y el recorrido los nimeros reales positivos in-
cluido el cero.

5. Funcién valor absoluto: Esta funcién se define comoy = f(x) = |x| = {

6. Funcion a trozos: Son aquellas que se componen de trozos o segmentos de otras
ya conocidas. Por consiguiente, en ocasiones no es posible presentarlas como una
Unica expresion, asi como se representan otras funciones. Son ejemplos de ellas

x+2, six<-—1 3, six< =2
flx)= ¥, osi—l<x<1l  f(x)=¢ x si-2<x<4
%x—k%, six> 1 -1, six>4
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1.1.3 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES
1. Funcion par: La funcién f se llama par, si para todo x en el dominio de f se tiene

que f(—x) = f(x).

2. Funcién impar: La funcién f se llama impar, si para todo x en el dominio de f
se tiene que f(—x) = — f(x). Existen funciones que no son ni pares ni impares, por
ejemplo, f(x) = €*.

3. Si f es una funcién par y g es una funcién impar, entonces f - g es impar, f - f es
pary g- g es par.

4. Funcién periédica: La funcién f es periddica, si existe a € R — {0}, tal que para
todo x en D(f) se cumple que f(x+a) = f(x). Al menor niimero positivo con esta
propiedad se le llama periodo de la funcién f.

5. La funcién f es inyectiva, si para todo x; y x, en el dominio de f, con x| # x»,
se tiene que f(x1) # f(x2). Es decir, puntos distintos de la imagen del dominio de
f, no pueden tener la misma imagen. Otra manera de decir lo anterior es: si f es
inyectiva, si f(x;) = f(x,) entonces x; = x,.

6. Composicion de funciones reales: Dadas las funciones g:A — By f: B — C.
La compuesta de f y g denotada por (f - g), es la funcién definida por

fgA—C
x— (f-8)x) = flg(x)]

El dominio de (f - g) se define como D(f-g| = {x|x€ D(g) y g(x) € D(f)}.

Para recordar

Funciones trigonométricas: y = senx, y = cosx, y = tanx, y = CSCX, y = SeC X,
Yy y = cotux.

7. Inversas de las funciones trigonométricas: y = arcsenx, y = arccosx, y = arctanx,
y = arcsecux, etc.

1.2 SOBRE LA DERIVADA

En el sigo XVII existia mucho interés por el estudio del movimiento y, por tanto, era fun-
damental determinar velocidades y aceleraciones. En aquella época se requeria calcular,
por ejemplo, la velocidad y aceleracién de un cuerpo que se mueve en 6rbita eliptica o
atin en movimientos mds complicados. Esta fue, precisamente, la razén del desarrollo del
concepto de la derivada.

El célculo diferencial se remonta a los trabajos simultdneos (pero independientes) de Isaac
Newton (1642 -1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), aunque debe decirse
que habian tenido una labor preparatoria de muchos siglos desde la época de los antiguos
griegos (siglo III a.C.) y también fueron complementados posteriormente (en su funda-
mentacion 16gica) por matemadticos del siglo XIX como Cauchy y Weierstrass. Pero fue
el paso fundamental de Newton y Leibniz el que daria origen a lo hoy conocemos co-
mo andlisis matemadtico. Newton, present6 su método para encontrar las derivadas (al que
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Ilamaba método de fluxiones) aunque advertia que lo que buscaba era explicarlo mds no
demostrarlo con precision, pues consideraba que sus resultados eran verdaderos desde el
punto de vista fisico y eso, para él era suficiente. Se sentia seguro con la geometria eucli-
diana, pero tenfa dudas sobre los métodos de limites, aunque los utilizaba para calcular
fluxiones, y por ello, apelaba a la fisica como tltima instancia de verdad.

La aproximacién de Leibniz era diferente. La forma de intentar soslayar el dificil método
de limites fue utilizar lo que el llamaba “infinitesimales”, aunque las criticas a este con-
cepto fueron duras. Hasta el final de su vida, Leibniz continué buscando explicaciones de
lo que eran sus cantidades infinitamente pequefas, sin lograrlo. Es decir, como Newton
nunca tuvo conceptos claros ni justificacién l6gica de su Calculo.

Por lo anterior, muchas definiciones e incluso algunos teoremas pueden escribirse en tér-
minos de problemas fisicos a menudo de manera reveladora. De hecho, las necesidades
de los fisicos constituyeron la inspiracién para estas ideas fundamentales del cdlculo di-
ferencial, y frecuentemente se mencionan las interpretaciones fisicas, como camino para
definir las ideas en forma matemadtica precisa y se discutira su significado en términos de
problemas matemadticos.

EL CONCEPTO DE TANGENTE

Ejemplo 1.1
/

Graficar las siguientes funciones:

) £(x) = | b)f(x)z{x; X20 oy —

x7, x<0

Solucién: Las graficas de las funciones anteriormente establecidas se muestran a
continuacion.

Figura 1.2: Funcién a) Figura 1.3: Funcién b) Figura 1.4: Funcién c¢)

Las gréficas anteriores ilustran ciertos tipos de comportamiento irregular que pueden pre-
sentar las funciones continuas. Las graficas de éstas funciones estdn “quebradas” en (0,0),
a diferencia de la grafica de la figura (1.5):

Figura 1.5
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donde es posible trazar una “tangente” en cada punto. Las comillas se han usado para
descartar las creencias de que hemos definido “quebrados” o “tangentes”, aunque estamos
indicando que la grafica puede estar “quebrada” en un punto en el que no se puede trazar
una “tangente”.

¢ Como definir la tangente?

No se puede definir la tangente como una linea que corta la grafica solamente una vez, da-
do que tal definicion serfa demasiado restrictiva o demasiado amplia. Con esta definicion,
las funciones (1.6) y (1.7) tendrian dos tangentes.

y £ y f
\
/ x
N x
Figura 1.6 Figura 1.7

y las tres funciones (ver figura 1.8, 1.9 y 1.10) tendrdan més de una tangente en los puntos
que estan “quebrados”.

y f f y
X X
Figura 1.8 Figura 1.9
y
f
X
Figura 1.10

Una manera mds prometedora de abordar la definicién de tangente podria ser empezando
con “secantes” y utilizando la definicion de limite.
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CONSTRUCCION DE LA TANGENTE A UNA CURVA

Sea y = f(x) una funcién continua en (a,b). Si existe la posicién limite de la secante
MP cuando M tiende a P (o h tiende a cero), entonces a esta posicion limite se denomina
tangente a la curva en el punto P.

i

Figura 1.11: La recta tangente

Para conocer la tangente a la curva en el punto (x, f(x)) basta conocer su dngulo de incli-
nacion, es decir:

1im ¢(h) = (). (1.1)

h—0

¢ Coémo conocer el angulo ¢y?

Podemos valernos de su tangente trigonométrica:

tan Q) = w (1.2)

Sien el punto x existe tangente (no vertical) a la curva, entonces existe el limite @y, pero
como la funcién tangente es continua en su dominio, existird también el limite:

. - flx+h)— f(x)
pmaneu) = Jin =) = ungo, 3
luego
Q) = tan~! | lim —f(x+ D) . (1.4)
h—o h

En otras palabras

) iy )~ f)
fimtanoy = i ==

es la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (x, f(x)).

Definicion 1.2
La recta tangente a la gréfica de la funcién y = f(x) en el punto (x, f(x)) es aquella
recta que pasa por P con pendiente:

. . x+h)— f(x
Mian = tan (Qo) = }lgr(l)(p(h) = %ﬂ%) con h#0, (1.5)

siempre que el limite exista.
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Ejemplo 1.2

Hallar la pendiente de la recta tangente a la gréifica de la funcién

1
y=f(x)= —xX>4+2x+2 enx= —1,5,2,3

Solucién:
Si x=-—1, entonces my,=—-2(—1)+2=4
Si x= l, entonces Mgy, = —2 (1 +2=1
2 2
Si x=2, entonces Mgy = —2(2) +2=-2
Si x=3, entonces my, =—2(3)+2=—4.
Ejemplo 1.3
/

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién

1 1
= = — enelpunto (2, =
y=f(x) ene puno( ,2)

12 X
y=1/4x+1

Figura 1.12: f(x) = 1

1

==

1
x+h

f+h) —fx)

Mgn = lim = lim =—=
50 h h—0  h x2
1
Si x = 2, entonces My = I Al reemplazar el valor de la pendiente y el punto dado en
la ecuacién y — yy = m(x — xp) obtenemos que y = foJr 1.

1.4 VELOCIDAD PROMEDIO Y VELOCIDAD INSTANTANEA

Si conducimos un automévil de una ciudad a otra que estd a 80 km en 2 horas ;Cudl es la
velocidad promedio?
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La velocidad promedio es

As  80—0 Km
e T iy
"IN T 220 h

K
Durante el viaje la lectura del velocimetro fue diferente de 40 Tm Al principio regis-

K K K
tro 0 —m; a veces subid a 57 Tm y al final regreso 0 Tm nuevamente. ;Qué mide el

velocimetro?

El velocimetro mide la velocidad promedio.

Ahora, consideremos un objeto p que cae al vacio. El experimento muestra que si se inicia
desde el reposo, p cae segin la funcién f(¢) = 16t> pies en t segundos. Asi f(1) = 16,

f(2) =64,... pies. Luego, el objeto cada vez cae mds rdpido.

La siguiente grafica ilustra la situacion anterior:

VO]
(t)—16t2
150 Jw=1ot
100
50+
1 2 3 ‘

Figura 1.13: £(¢) = 1612

En los intervalos dados la velocidad promedio tiene el siguiente comportamiento:

Intervalos Velocidad promedio
1< <2 ...vP:%:48pies/seg
1<t<1,5 vP—%:4Opies/seg
1<r<1,1 ...vP—%—%ﬁpies/seg
1<1r<1,02 ...vP:%:SZﬁpies/seg
En general en el intervalo [t,t + A] ...vp =32 pies

seg

VELOCIDAD INSTANTANEA

Si un objeto se mueve, a lo largo de un eje coordenado con funcién de posicién y(¢) = f(z),
entonces la velocidad instantdnea en el tiempo 7 es:
t+h)—f(t
v lim vy = 1im LN =IOy g (1.6)
h—o h—o h

siempre que el limite exista.
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Ejemplo 1.4
D [

Si un objeto se mueve con la ley f(¢) = 16¢2, entonces la velocidad en el tiempo

€s:
2 2
o) = tim TEED =FO) _ o 160+ 162 _

h—o h—o h

32t
Nétese que v(1) = 32, coincide con el anélisis anterior.

v(3,8) = 32(3,8)=121,6 pies/seg
v(5,4) = 32(5,4) =172,8 pies/seg

¢ Cuanto tiempo tardara el objeto para alcanzar una velocidad de 112
pies/seg?

Como v(t) =32t = 112, entonces ¢ = 3,5 seg.

La tasa de cambio se puede expresar en diferentes campos, como la fisica (p.e. la velo-
cidad, la densidad de un alambre, la corriente, etc.), la economia (el ingreso marginal),
entre otras.

Definicion 1.3

La derivada de una funcién f es otra funcién f’ (f-prima) cuyo valor en x es:

1oy e SR = F(X)
f(x)fhmT

lim = tan(go) (1.7)

Observaciones
i) Si el limite existe, decimos que f es derivable.

ii) Latangente a la grafica f en (x, f(x)) es larecta que pasa por (x, f(x)) y que
tiene por pendiente f’. Esto quiere decir que la tangente en (a, f(a)) sélo
estd definida si f es derivable.

h) —
iii) El dominio de f” es el conjunto { (x, llirr(1) w> }
h—

iv) Esta parte del cdlculo se llama Calculo Diferencial.

Ejemplo 1.5
D —

Si f(x) = 13x — 6, hallar f"(4). Hay dos formas:

[t —f(x) . 13(x+h)—6—(13x—6)
R
entonces f'(4) = 13.
) =t AR @) (9@ +13h-6-13(4) _

h—0 h h—0 h
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1

Ejercicio. Para las funciones f(x) = x> +7x, f(x) = — y f(x) = v/, hallar su
x

respectivas derivadas.

Otras notaciones usuales para la derivada son:

— Jim LUER S

. /
LAY h—0 h
y f
(x+4x.f(x+4x))
St dx)f(x)
o (%)
! | Ax |
X
dy . f(x =+ Ax) — f(x) X x+d4x
/ = — = -
Fw) = dx Al)glo Ax '
La figura (1.14) ilustra la situacién. Figura 1.14
y f
iii) También Jx)-flc)
Al X-Cc 1
() = I f(x)_f(c) ! !
£ e x—c ¢ x
donde la figura (1.15), ilustra también .
la situacion. Figura 1.15
Sig(x) = L, entonces g'(¢) = ———. Hallar g’(1) y g/(—1).
x+3 (c+3)?

f(x) = x* entonces f'(4) = 8.

Si f(x) = ~ entonces 3= —;.
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Teorema 1.1

Si f es derivable en a, entonces f es continua en a.

Demostracién: Debemos demostrar que %III(I) fla+h) = f(a), o lim f(x) = f(a) que son
— x—a

dos definiciones para la continuidad puntual. Veamos:

fla+h) -~ f(a)
"

it h)— = Ii
lim fa-+h)— fla) = lim

- (flat+h)—f(a)\ (..
- (e (1)
= f'(a)(0)=0. Luego, ]El’g(l)f(a—&-h) = f(a).

Para el otro caso, tenemos que:

flx) = f(a)+W(x—a) con x# a.Luego
fins) = s+ i S o)

— f(a)+f(a)-0.
= f(@). Luego, limf(x) = f(a).

Observacion: El reciproco del teorema (1.1) es falso, si una funcién f es continua en
X = a, no implica que f’(a) exista. Por ejemplo consideremos la funcién

x, six>0
ro=k={ % 4z0
cuya gréfica se ilustra en la figura (1.16):
y
f
X
Figura 1.16

La pregunta es ;Existe f/(0)? ... Respuesta: Calculemos los limites laterales, es decir:

h) —
lim f(0+h) — f(0) = I —0 =1. También,
h—0+ h =0+ h
0+h)—f(0
hli%l— w = hlirg_ == —1. Luego %1_% f(0) no existe.
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Entonces, si

1, sia>0
a#0, f'(a)=
—1, sia<O
cuya gréfica estd ilustrada en la figura (1.17):
Y
I\ f
X

Figura 1.17: Grifica de f/(a)

La gréfica (1.18) resume algunos aspectos:

y

e

Figura 1.18

En el punto:
a) f no es continua por consiguiente no derivable.
b) f es continua pero no es derivable.
¢) f es continua pero no es derivable.
d) f es continua pero no es derivable.

e) f escontinuay derivable.

21



REGLAS PARA ENCONTRAR
DERIVADAS

Introducimos el operador Dx, quien actuard como una maquina:

— =>4 Db | >-POF

Figura 2.1: Dx[f(x)] = f'(x)

Teorema 2.1

Si f(x) = ¢, donde ¢ es un niimero real, entonces f’(x) =0 o Dx(c) = 0.

Demostracion:
o e SR —f(x) o c—c
Dx(f(x) =f(x) = lim———7"—"—=lim——.
0 _
- ImE-lgo=o
Jx)
f(x)=c
T T
I I
I I
X
X x+h

Figura 2.2: Grificade f(x) =c¢

¢ Qué significa que f'(x) = 0?

Significa que el d4ngulo de inclinacién de la recta f(x) = ¢ con la parte positiva del eje x
es cero, es decir, la recta f(x) = c tiene pendiente cero.
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Ejemplo 2.1
Hallar la e::uacién de la recta tangente a f(x) = c en (a, f(x)).
Solucién: La ecuacién es
gx)=f(X)x—a)+fx) <« gkx)=fla)=c=fx),

es decir, f(x) coincide con g(x).

Ejemplo 2.2
)

Dada f(x) = mx+b, f'(x) = m. Hallar la ecuacién de la recta tangente a f(x) en

(a,f(a)).

Solucion:
gx) = mx—a)+ f(a).
= mx—ma+ma+b.
= mx+b.
gx) = flx).

(Cual es la moraleja?

Las funciones f(x) = ¢y f(x) = mx-+b son las dnicas cuyas ecuaciones de sus respectivas
rectas tangentes coinciden. Consideremos ahora la funcién f(x) = x? y hallemos f'(a).

oy e flath) = fla) . (a+h)?—(a)
fa) = Jim I = jm h

=2a.

¢ Qué significa f'(a) = 2a?

La figura (2.3) ilustra las tangentes a la grafica de f. Cada tangente parece cortar la grafica
solamente una vez y esto puede comprobarse con bastante facilidad.

1 Jo)=x

m=2a

(a,a?)

Figura 2.3

Como la recta tangente tiene como pendiente 2a, la ecuacion de la recta tangente es:

g(x) =2a(x—a) +a* = 2ax — a*.
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Si f'y g se cortan en el mismo punto, entonces se cumplen las relaciones:
(6 f(x) = (x,g(x)) © x*=2ax—d®> & x=ua

Esto significa que (a,a?) es el tinico punto de interseccién. Miremos el caso en que una
tangente corta la grifica en mas de un punto. Si f(x) = x>, entonces
a+h)—f(a a+h)?—-d’
o)t F@HD =S @) (ath)

=3a.
h—0 h h—0

Luego, la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en (a,a®) es 3a>. Esto significa

que la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) = x> en (a,a’) es

g(x) =m(x—a)+a® =3a*x —2d°.

Como la gréfica de f y g se intersectan en el punto donde (x, f(x)) = (x,g(x)), entonces
tenemos que:
¥ =3a*x—-2a & ¥ —3d°x+2d°=0.

Como x = a es raiz de x> — 3a’x+ 24> = 0, entonces (x — a) es un factor de
x* —3a’x+2a’ = 0, por consiguiente

(x—a)(x* +ax—2a%) = 0.

Nétese que x = a también es rafz de x> 4 ax — 2a*> = 0, por consiguiente podemos escribir
que
(x—a)(x—a)(x+2a)=0.

Como puede verse en la grifica (2.4) la tangente en (a,a®) corta también a la grifica en
(—2a,—8a%).
fix)=x

(0

g(x)=3a'x-2a

fta)

Figura 2.4: Grifica de f(x) = x> y g(x) = 3a%x — 24°

2 x<
Observacién: La funcién f(x) = { i ’ i N 8 , 0 es derivable en x = 0. | Vedmoslo!
h2
limy ,0— =0, h<O0
1im L) = £(0) _ h
im
h—0 h h
ll/mh_>()ﬁ=1, h>0

Por lo tanto
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Luego, f'(0) no existe (e.d f no es derivable en cero). Sin embargo f’(x) existe para x # 0,

pues
o] 2x, x<0
f(x)—{ 1, x>0~

La gréfica (2.5) ilustra la situacién.

X f’

Figura 2.5: Gréficas de fy f’

Ejercicio.
a) Analizar las gréficas de las funciones f(x) = +/|x| y f(x) = Vx.

b) Hacer la gréifica de una funcién f continua que deja de ser derivable en varios
puntos; en un nimero infinito de ellos.

¢) Hacer la gréfica de una funcidén f continua por todas partes y derivable en
ningin punto.

Teorema 2.2
Si f(x) = x, entonces Dx(f(x)) = f'(x) = 1.

Demostracion:
. +h)—fx) . xth—x
"(x) =1 f(x—zl —— =1lim(1)=1.
£ hl—% h hl—I>I(l) h hl—r>I(l)()
Recordemos que:
(a+b)°=1 1
(a+b)' =a+b 11
(a+b)? = a®+2ab + b* 121
(a+b)* = a’®+3a*b+3ab* +b? 1331

(a+b)* =a*+4a*b+6b%a®> +4ab® +b* 14641

(n—1)a"2p?

(a—|—b)":a"—|—nan_1b—|—n + - +nab" b
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Teorema 2.3

Si f(x) = x" con n entero positivo, entonces Dx(x") = f'(x) = nx"~ 1.

Demostracion:
W = 0D IE
6 = =
o = g GRS G
6 = m=—
f(x) = lim X g M 22 et —
N h—0 h
f/(x) = "L
Ejemplo 2.3
D |

Teorema 2.4

Si c es una constante y f es una funcién diferenciable, entonces
Dx(cf(x)) = eDx(f(x)) = cf' (x).

Demostraciéon: Sea F'(x) = cf(x), entonces

F(erh)fF(x).

O
i = e SR —ef(x)
R —
i e S ER) — f()
Fx) = lim N
F/(X) _ }lli_rf(l) f(x+h})l_f(x)
Fi(x) = cf'(x)

Ejemplo 2.4

D | —
Dx (—7x%) = —7Dx(x%)
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Teorema 2.5

Si f'y g son funciones diferenciables, entonces

(f£8)(x) = fx)*g(x) o Dx[f(x)+g(x)] =Dx(f(x)) + Dx(g(x)).
= fx)+g ().

Demostraciéon: Sea F(x) = f(x) = g(x), entonces

Flx+h) —F(x) fOth) +glx+h) - (f(x) £8(x)

Fily = lim h = jm h
c fth) —f) o glxth) —glx) )
= lim = = 4 lim S 2 = () g (v)
= Dx(f(x)) + Dx(g(x)).

Observacién: Dx es un operador lineal, pues Dx[cf(x)] = cDx(f(x)) = c¢f’(x).

Ejemplo 2.5
D [E—
Si f(x) = 5x* 4 7x — 6, entonces

f'(x) =Dx[f(x)] = Dx[5x*+7x—6]
= Dx[5x%] + Dx[7x] — Dx[—6]
= 5Dx(x*)+7Dx(x) 40
= 10x+7.

Ejemplo 2.6
v £ v
Sig(x)=x, h(x)=1+2x y f(x)=g(x)h(x)=x(1+2x) = x+2x%, entonces

Dx(f(x)) = Dx(x+2x*)=1+4x
Dx(h(x)) = Dx(1+2x)=2.
Dx(g(x))-Dx(h(x) = 2.

También, Dx[x+2x?] = 1 +4x. Entonces

Dx[f(x)] # Dx[g(x)] - Dx[h(x)].

Teorema 2.6

Si f'y g son funciones diferenciables, entonces

(f-8)'(x) = f(x)g'(x) + f'(x)g(x) = Dx(f (x) - 8(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g (x)
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Consideremos la siguiente ilustracién para la regla del producto con f(x—+h) — f(x) y

g(x+h) — g(x) positivos.

Jx+h)
F-— - — - - - -4

Jocth)-fx) [foxth)f)] [g(x+h)-g )]
|

|
<4

Fy=vjgt)

Figura 2.6: Geometria de la derivada de un producto

Demostracién: Sea F(x) = f(x)g(x), entonces

F'(x) = lim

i SR ) — F(g(x)

h—0

Noétese que

fx+h)g(x+h) = fx)g(x)

F(x+h)—F(x)
h

h—0 h

(Area de todo el rectdngulo) - (Area no sombreada)
(A la suma de las areas de los rectangulos sombreados)

lim |¢(x) [f(x+h})l—f(x)] + ) [g(x+h})l—g(x)]

w [g(x—+h) —g(x)]

g(x) lim flcth) = /%) + f(x) lim

glx+h) —g(x)
h—0 h h—0 h

fen s
h—0 h h—0

gx+h) —glx)
- .

Si F(x) = (3x> — 5)(2x* — x), entonces

F'(x) = 36x° —40x° —9x* +5



Si F(x) = (4x — 6x) (x> — 4)(x° — 6) = [(4x? — 6x) (x> — 4)](x* — 6), entonces

F'(x) = {(8x—6) (x3 —4)+ (4)c2 —0) (3x2)} (x5 —6)+ [(4)62 —6x) ()c3 —4)](5x4)

29

Teorema 2.7

1
Si g es derivable en x y g(x) # 0, entonces — es derivable en x, y
8

() 0=—E)

g

Demostracion:

' G0 g

e
o 8 —glth) o glrth)—gly)
= oGt M) AW h W S h) g ()
_ &

[g(x)]?

1

Si f(x) = 5> entonces fl(x) = —

Demuestre que la regla de la potencia se cumple para enteros negativos, es decir
que Dx(x ") = —nx "1,

Dx[xf”] = Dx [%}:—D&-}S};)
nxnfl
x2n
= —m !

Ejercicio. Derivar las funciones dadas utilizando los ejemplos anteriores.

1 1 1

LIW=5 206)= s 305 4fW=
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Teorema 2.8

Sean f'y g funciones diferenciables con g(x) # 0. Entonces

(f)' (x) = 8(0)f'(x) = f(x)8'(x)

3 [s(x))?

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior, utilice los teoremas 3.5 y 3.1.

Ejemplo 2.11
) 3x-5
Derivar la funcién f(x) = %

x? x(3x —35) — (3x — x(x2
DAf(0)] = fi(x) = EHTDxBr=5)—(Bx=5)Dx(x’ +7)

(x2+7)2
(¥ +7)(3) — (Bx—5)(2x)  —3x*+10x+21
(x2+7)2 o (247)2
Ejemplo 2.12
D [—
. 2 3
Encuentre Dx siy = m—&—;.
Solucién:
_ g _ 2 2 2 3
Dx[y] =y =- = Dx{x4+l+x] —Dx[x4+1]—|—Dx[x}
(x* +1)Dx(2) — 2Dx(x* + 1) N xDx(0) — 3Dx(x)
(x*+1)? 5
B (x4+1)(0)—2(4x3)+x(0)—3(1)
B (x*+1)2 x2
% 3
G
Otra solucién es la siguiente:
dy 1 17 [=Dx(x*+1) —Dx(x)
T = x| | 4o 1] 2| 3 | R
_ 24 3 & 3
P+12 2 (A1)2 K2



2.1 DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 2.13
v v
Dx B] =Dx [3x_1] =3Dx [x_l] =3(—x %)= fj—z.

2.1 DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Recordemos que:

31

sen(oe+P) = sen(a)cos(P)+sen(P)cos(a)
cos(t+P) = cos(a)cos(B)— sen(a)sen(P)
Teorema 2.9
Dx(senx) =cosx y Dx(cosx)= —senx
Demostracién:
Dx(senx) — lim sen(x+h) — sen(x)
h—0 h
Dx(senx) = lim sen(x) cos(h) + sen(h) cos(x) — sen(x)
h—0 h
1—
Dx(senx) = lim— sen(x)ﬂ + lim sen(h) cos(x
h—0 h—0
Dx(senx) = —sen(x)(0)+1-cos(x)
Dx(senx) = cos(x).
Di(cosx) — lim cos(x+h) — cos(x)
h—0 h
Dx(cosx) — lim cos(x) cos(h) — sen(x) sen(h) — cos(x)
h—0 h
B . (1—cos(h)) .
Dx(senx) = —cos(x) ]%1_% — sen(x) }111_r>r(1) —
Dx(senx) = —sen(x).

Ejemplo 2.14
p
Notese que si f(x) = 3senx — 2cosx, entonces

Dx(3senx—2cosx) = 3cosx+2senx
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Ejemplo 2.15
g

Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) = 3senx en
el punto (7, 0) (ver figura 2.7).

Solucién:
f(x)=-3x+3m Dx(f(x)) = f'(x) = Dx(3senx) = 3cosx,
- f(x)=3sin (x) es decir, f’(x ) 3cosxy
o f/m) =3 =
0 2w
Como la ecuacion de la recta es
. f(x) — f(xo) = m(x — xo), entonces
| flx)—0=—-3(x—m).

Figura 2.7: Graficas de f y su tangente en

(0,7) Luego, la ecuacién de la recta tangente a la

grificade fen (0,7) es f(x) = —3x+3m.

Ejercicio. Calcular Dx(tanx), Dx(secx), Dx(cotx), Dx(cscx).

2.2 DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO
Siy= f(x) =log,x,cona# 1y x>0, entonces

iy = e SR =) log,(x+h) —log,x
fl = lim h = m h

1
o1 x+h\] . h\ "
- »‘lﬂh{l"g‘l( x ﬂ‘%%[l"g“(”xﬂ
1 x
L ox AN o1 AN
= }lll_rgx{loga(l—i—xﬂ —}lll_r%x[loga(l—i—xﬂ .

entonces

Sit=

R\}‘
~ | —

X
z»
l

1
lim [loga(1+t)] [1oga(1+t)ﬂ — - log, {1fm(1+r)}]
h—0 X h—0

lim
h—

==
><\'—‘

£/) = 1 log, e)

1
Nétese que sia =, f(x) =Inx, entonces f'(x) = = Ahora si f(x)=a*,cona>0,a#1

y x # 0, entonces

_ (x+h) _ x h_ h_ 1
Rl (G L —lima* (”h ):lem“

/ = 1 == ]
f (x) h]g(l) h hlg(l) h h—0

f'(x) = da*loga. Si a=e, f(x)=¢", entonces f'(x) =e".
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2.3 FUNCIONES HIPERBOLICAS

Las funciones hiperbdlicas se definen asi:

e et te ™ _ senh(x)
senh(x) = 5 cosh(x) = > tanh(x) = cosh(x)
cosh(x) 1 1
th(x) = h(x) = —
coth(x) senh(x) sech(x) cos/i(x) csch(x) = senh(x)

Ejercicio. Hallar las derivadas de las funciones hiperbdlicas.

2.4 FUNCIONES COMPUESTAS

El siguiente diagrama ilustra la composicién de funciones

g i
=
/——-\

S Ho—(e))

Figura 2.8: Composicién de funciones

Notese que la composicion de dos funciones se escribe de segunda a la que actda de
primero.

Teorema 2.10

Sean H(x) =y = f(u), con u = g(x). Si g es diferenciable en u = g(x), entonces
la funcién compuesta H (x) = (f - g)(x) = f[g(x)] es diferenciable en x y

H'(x) = (f-8)(x) =[f(s())]' = flg(x)]-&'(x) dx, s H'(x) = f'(u) - &'(x)

Es decir que H'(x) =y = Dx(y) = Du(y) - Du(x). Laregla de Leibnitz o regla de la cadena
se puede escribir como:
dy dy du

dx  du dx

Ejemplo 2.16
f
Derivar las siguientes funciones utilizando la regla de la cadena:

1. y=sen(x® —3x).
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2 £ —24+1\"
' 43 ’
y=e*,

4. cos(3x).
5. (¥*sen(x))®.
6. (Lf
cost
7. sen’(4x).
8. sen[cos(x?)].
9. y=(x*—2x)'2.
10. y =cos?(x* +1) = [cos(x? +1)]3.
Solucién:
1. Siy=sen(x® —3x) = H(x), entonces si u = x> — 3x, y y = senu entonces

dy _ 2
o cos(u) - (3x” —3)

= (3% —3)cos(x’ —3x).

13
3 —2t+1 3 —2t+1
b |:t4—|—;_} = ﬂig y y=u"’ entonces
dy e (t* +3) (32 —2) — (3 — 2t +1)(41°)
dt - (t4+3)2 .

W

y = ¢** (Ejercicio).
4. Dx (cos3x) = —sen(3x)(3) = —3sen(3x).

5. Dx (x*senx)® = 6(x® + senx)’ - (3x? + cosx).

6.
Dr (&)4 _ 4(Corst>3:(cos(3z)(1()C;Sr§t—)2sen3r)(3))
- () ()
7. Dx sen’(4x):
sen’(4x) = sen(4x))’

= 3(sen(4x))*-sen(4x)
= 3(sen(4x))? - cos(4x) - (4x)
= 12sen®(4x) - cos(4x).



2.4 FUNCIONES COMPUESTAS

8. Dxsen[cos(x?)]:
Dxsen[cos(x?)] = cos(cos(x?)) - Dx(cos(x?))
= cos(cos(x?)) - (—sen(x?)) - Dx(x?)

—2xcos(cos(x?)) - sen(x?).

1

9. Sea u = x> — 2x, entonces y = u'2, segiin la notacién de Leibnitz tenemos

que
dy _ dy du
dx ~ du dx

= 124" (382 -2)

= 12(x*—2x)". (3% -2).

10. Seay = cos®(x> + 1) = [cos(x*> + 1)]3, entonces u = x> + 1 y y = (cosu),

entonces

@ dy du

dx du dx
= 3cos’u(—senu)-2x
= —6xcos’(x*+1)sen(x* +1).

Existe una forma rdpida para derivar el ejercicio anterior y es de la siguiente
manera:

dy
dx

3cos? (x4 1) - (—sen(x® +1))(2x)

= —6xcos’ (x> 4 1)sen(x’ + 1).

Ejercicio. Derivar las funciones

ly=e"* 2.y:ex21nx 3.y =xe?

35

Teorema 2.11

Sea y = f(u) con u = g(x). Si g es diferenciable en x y f es diferenciable en

u = g(x) entonces
dy dy du

dx  du dx
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Demostracién: Sea y = f(u), u = g(x), entonces

Au = glx+Ax)—g(x)
Ay = flg(x+Ax)] - flg(x)]
= flu+Au]— flu]
@ = ll’mg
dx ~  Av0Ax
= ll’m&~g
A—0Au  Ax
Ay o Au
= Ilim —- lim —
Ax—0 Au Ax—0 Ax
dy _ dy du
dx  du dx’

2.5 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Dada la funcién f(x) = 2x> — 4x? + 7x — 8, podemos derivarla n-veces

dyf/

flix) = 6x> —8x+7 = T =y =Dx(f(x))
1 d / _d 2 _ _dzf_//_ 2
) = S W] = 6% 8T = 126 -8 = T8 =) = DA ()
/1 d /! d d3 " /1
) = W)= g =12= 00 =y = ()
P = o=y = Dh(re)
Todd =V =
M) — v = pigy) = L2
) = =D = 2
Ejemplo 2.17
vy Y
. d’y
Si y = sen(2x), hallar, ek
Solucion:
dy d’y d (dy\ d
e 2cos(2x); R (dx) = a(Zcos(Zx))
= —4sen(2x).
Ay _d d*y _d
@ = a <dx2> = a[_4sen(2x)]

= —8cos(2x).
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Ejemplo 2.18

Un objeto se mueve a lo largo de un eje coordenado de modo que su posicién s
satisface s(¢) = 2¢> — 2t + 8, donde s se mide en centimetros y ¢ en segundos con
t > 0. Determine la velocidad del objeto cuando r = 1,7 = 6. ;, En qué momento la
velocidad es cero? ;Cuéndo la velocidad es positiva?

d
Solucion: La velocidad v del objeto es d—: =v(t) =4t —12; donde v(1) = -85 Y

1%
v(6) = 122 La velocidad es cero cuando v(t) =4t —12 =0, y esto ocurre cuando
t=3.

La velocidad es positiva cuando v(¢) = 4t — 12 > 0, es decir si ¢ > 3. La siguiente
gréfica ilustra la situacion del problema:

o =6 3z=8 v=+]2

v=ll & :

o - - = =

s=-10 =0 §=-2 y=248 =i =8 wv=-[2

-10 -3 0 5 10

Figura 2.9: Movimiento del objeto

El objeto estd moviéndose a lo largo del eje f, sobre la trayectoria sefialada. La trayectoria
seflalada muestra lo que le sucede al objeto: entre r = 0 y = 3 la velocidad es negativa, el
objeto se mueve hacia la izquierda; en r = 3 se ha “frenado” a una velocidad cero. Después
se mueve hacia la derecha conforme la velocidad es positiva. En conclusién la velocidad
es negativa en la medida que disminuye f y es positiva en la medida que aumenta f.

Ejemplo 2.19

Un punto se mueve a lo largo de un eje coordenado horizontalmente de tal manera
que su posicion en el instante ¢ estd dada por s(¢) = 3 — 12¢> 4 361 — 30, donde s
esta dado en pies, y ¢ en segundos.

a) ¢(Cuéndo la velocidad es cero?

b) ¢(Cuéndo la velocidad es positiva?

¢) (Cudndo el punto se estd moviendo hacia la izquierda?(direccién negativa)
d) ;Cuando la aceleracién es positiva?

Solucién:

d
a) La velocidad en el tiempo ¢ es d—: =v(t)=3t> 24t +36 =1> -8t + 12 =
(t—2)(r —6) y la velocidad es O cuando v(¢) = 0; esto ocurre en t =2y
t=6.

b) La velocidad es positiva si v(t) = (t —2)(r — 6) > 0; y esto ocurre cuando
t <20t > 6:esdeciren el intervalo (—eo,2) U (6,0).
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¢) El punto se mueve hacia la izquierda si v(¢) =t — 2)(r — 6) < 0; esto ocurre
en el intervalo (2,6).

d
d) La aceleracion es positiva si a = di‘t) =6t —24 =6(r —4) > 0, y esto ocurre
cuando t > 4.

80 60 40 20 0 20 40 60 80

Figura 2.10: Movimiento del objeto

2.5.1 UN PROBLEMA SOBRE CAIDA LIBRE

Si un objeto se lanza directamente hace arriba (o hacia abajo) desde una altura inicial yg
pies, con una velocidad inicial V(g pies por segundo y y es su altura por encima del piso
en pies, después de r — segundos, entonces su posicion es:

y(t) = —166> 4+ Vot + yo,

donde v(r) es positiva.

Ejemplo 2.20

Desde la ventana de un edificio ubicada a 160 pies de altura con respecto al suelo,
se lanza verticalmente hacia arriba, una pelota con una velocidad inicial de 64 pies
por segundo.

a) ¢(Cuéndo alcanza la altura méxima?
b) (Cuadl es su altura maxima?

¢) (Cuéndo llega al piso?

d) ;(Con qué velocidad llega al piso?

e) (Cudl es su aceleracion en t = 2 seg?

V)= Vo
oooo
oood
oodo
agoog
gooad
oooo

DmD

Figura 2.11: Problema sobre caida libre

Y, =160
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Solucién: Como yo = 160 pies, vy = 64 2% y y(t) = —16t2 4 64t + 160, entonces:

seg

a) La velocidad en el tiempo ¢ es V (1) = —32¢ 4 64 el objeto alcanza la altura mdxima
cuando v(t) =0 es deciren ¢ = 2.

b) La altura médxima es y(2) = 224 pies.

c¢) El objeto llega al piso cuando y(t) = 0; es decir cuando t; = 2pm V14 o 1 =
2 —+/14 ;Cuantos segundos demora la pelota en llegar al piso?

d) La velocidad con que es v(2+v/14) &~ —119,73 {Con qué rapidez llega al piso?

d
e) La aceleracion de la pelota en el tiempo ¢ es a(f) = di‘t} = —32 y la aceleracién en

t=2esa(2)=-32 %Zf (aceleracion debida a la gravedad).

2.5.2 MODELACION MATEMATICA

1. De un depésito cilindrico, estd saliendo agua a una razén proporcional a la profun-
didad del agua. ;Qué ecuacién describe esta situacion?

~ V: volimen

A

Figura 2.12: Depésito de agua

Soluciéon: Como V es el volumen del deposito y /4 es la altura del agua, la razon de
cambio del volumen respecto a la altura del agua esta dado por la ecuacién

dv

— = —kh
dh

que es una ecuacion diferencial ordinaria.

2. La densidad (en gramos por centimetros) de un alambre de masa m en un punto es
igual al doble de su distancia al extremo izquierdo.

(m)

Figura 2.13: Tasa de cambio de la masa respecto a la longitud del alambre

Solucién: El cambio de la masa (m) respecto a la longitud (x) estd dado por la
ecuacion diferencial
dm

— =2x.
dx x
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3. La altura de un 4rbol continda aumentando pero a una razén cada vez més corta.

o B8 M

ts

Figura 2.14: Altura del arbol

Solucidn: La situacién anterior esta modelada por las siguientes expresiones:

dh d*h

— —>0
dt> y dt2>

2.6 DERIVACION IMPLICITA

. Qué significa la expresiéon y = f(x)?

La expresion anterior y es llamada la variable independiente y x es llamada la variable
dependiente. Cuando esto ocurre decimos que y esta expresada explicitamente. Dada la
expresién y° + 7y = x3, en la que no se puede despejar la variable y en términos de x.

¢ Qué significa la expresién y = f(x)?

Debemos resolver la ecuacién y* 4+ 7y =8, y = 1, es la tinica solucién real. Cuando ocurre
esto decimos que la ecuacién y> + 7y = 8 define a y como una funcién IMPLICITA de x.
La grifica de la funcién y® + 7y = 8 es derivable.

La ecuacién original la podemos escribir como [y(x)]* +7[y(x)] = x*. Aplicando la regla
de la cadena obtenemos que

d

dis d o d; ody  dy o dy o o122
dyb}+dy[7y]—dx[x] & 3y dx+7dx—3x & dx[3y +7)=3x
dy 3¢
dx  3y2+7

o — 2

¢ Cual es la pendiente en el punto
(2,2) (ver figura 2.15)?

Esta es:

dy|  _ 327 _12
dx|pq)  3(22+7 19

.El método anterior es legitimo?
; Veamoslo!

Figura 2.15
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Ejemplo 2.21
‘ v
Hallar d para
dx

41

4ty —3y=x>—1. (2.1)

Solucion: Derivando a ambos lados obtenemos

dy dy 2
8xy+4x*—= —3—==3
A dx dx L
de donde
dy  3x*—8xy
=" 2.2
dx 4x2 -3 2.2
Despejando y en la ecuacién (3.1) obtenemos que
_ -1
YTy
que al derivarla con respecto a x queda como
dy (42 =3)L (- 1) — (3 - 1)L (422 -3)
dx (4x2—3)2
d 4x* —9x +8
ay _ W —9x+dx (2.3)
dx (4x3 —3)2
La ecuacioén (2.2) es diferente a la ecuacion (2.3).
Reemplazando el valor de y en la ecuacion (2.2) obtenemos que
3x2478x[x3’1}
dy 423
dx 4x2 -3
dy 12x* — 9x? — 8x* 4 8x
dx (4x2 —3)2
4 4 0,2
@ X" —9x” +8x 2.4)
dx (4x2 —3)2

Por lo anterior, podemos ver que las ecuaciones (2.3) y (2.4) son iguales.
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Ejemplo 2.22
‘ v
Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y> — xy2 + cosxy = 2, en el
punto (0,1).
Solucidén: F F
3y2d—}y€ -y - 2xydjyc —sen(xy)[y +xy'] = 0.
Despejando y' obtenemos que
2
1+1 0 1
;o =+ ysen(xy) y y(0)= + Lsen(0) 1

A 3y — 2xy — xsen(xy) ©3(1)2-2(0)-0 3’

Reemplazando el valor de la pendiente y el punto (0, 1) en la ecuacién

¥y —yo = m(x —xp) obtenemos que y = gx + 1 es la ecuacién de la recta tangente a

la curva dada.

Teorema 2.12

Sea r cualquier nimero racional, entonces, para x > 0, Dx[x"] = rx"~1, donde

rZBGQ.
q

.2 p 2 . . .
Demostracion: Sea r = —, entonces y = x" = x4 o y? = x”. Derivando implicitamente la
q

., . _1d _
expresion anterior tenemos que gy? ld—i = pxP~!, de donde

Q = pxp71 = B xp71 = B xp71 = B p71x7p+§ (0]
dx @t g [xg]q‘ axPq 4 ’
dy —1
= = L 2.5
dx = (2:5)
Ejemplo 2.23
‘ /

Derivar y = 2x3 + V22 + 1.
Solucién:

y = Zx%—i—\/xz—l— :2x%+(x2+a)%

dy 10 2 1,, _1
< = _—x3 — 1) 2(2
I 70 T+ 1) (29)
dy 10 2 X

_— = —x3 —

dx 30 '
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Ejercicio. Derivar las siguientes funciones

1. y=ad*
V1—x2

2. y= b
(et 13

[x—1
3.y:ln3x2 ;ox>1
x

2.7 TASAS DE CAMBIO RELACIONADAS

Consideremos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.24
v
Se suelta un pequefio globo en un punto a 150 pies de un observador, quien se
encuentra al nivel del piso. Si el globo se eleva en linea recta hacia arriba a una
velocidad de 822,
seg

(Qué tan ripido estd aumentando la distancia del observador al globo cuando el
globo estd a 50 pies de altura?

s
————
150

Figura 2.16: Globo vs Observador

dh ] d
De los datos del problema obtenemos que: — = 8%, a =?, h =50 pies. Del
dt seg dt

tridngulo de la figura obtenemos que

ds dh
2 _ 42 2
=h 150 2s— =2h—
g +(50)° Sdr dt’
. ds 8 pies
si h =50 = 5 =50+/10. Luego, — = — ~ 2,53—.

dt 10 seg

Ejemplo 2.25
,
Fluye agua hacia un tanque cénico a razén de 8 pies cubicos por minuto. Si la
altura del tanque es 12pies y el radio de su aberturas circular es de 6 pies, ;Qué
tan rdpido se estd elevando el nivel del agua cuando esta estd a una profundidad de

4 pies?
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= |-

" h
Figura 2.17: Tanque cénico

De los datos del problema tenemos que

dv 8pies3 dh

— = — =7, h=4 pies.
dt min ’ dt ’ pres
El volumen del tanque es
1
V= gnrzh. (2.6)
. . dr r 6
La variable r no interesa, pues no conocemos o De la figura 2.17 tenemos que Pk
o
h
=_. 2.7
r=3 @.7)
T
Reemplazando (2.7) en (2.6) obtenemos que V = §h3 de donde
dVv. 7 ,dh dh 2 pies
—=—h"— — =—-=0,637—.
dt 4 dt d 7w 77 min

Teorema 2.13

Sea f derivable y estrictamente monétona en un intervalo /. Si f7(x) # 0 en cierto
x de I, entonces f~! es derivable en el punto correspondiente y = f(x) en el rango

de £y (1Y () = ﬁ

Otra forma de escribir la conclusion del teorema es

dx 1
— =
dy 7;

La demostracién queda como ejercicio.

Ejemplo 2.26
D [

Si f(x) =2x+6, flf '(x)] =2f'(x) +6 = x, de donde f~'(x) = $x—3,y
f~(y) = $y— 3 entonces
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2.8 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Teorema 2.14

1. sen(cos~!(x)) = v1—x2 2. cos(sen!(x)) = v1—x2

3. sec(tan!(x)) = V1+x2 4.tan(sec™!(x)) = {

. Como sen?0 + cos?0 = I, 0< 60 < enton-
)3 e ces sen® = /1 —cos20. Sea 8 = cos™!(x) enton-
ces cos® = x y cos’® = x>. Luego sen(cos ™! (x)) =

p—

V1—x2.
p3 x 2. Como cos® = v/1—sen?0, y sen® = sen!(x),
Sen,,(x)\ sen® = x, entonces cos(sen! (x)) = V1 —x2.
v 1-x2

3. Como sec’® = 1 +tan’0, y sea 8 = tan~!(x), en-
tonces tan® = x, por consiguiente sec(tan!(x)) =

&%
1

tan!(x) m, X 2 1
4. De tan?® = sec’® — 1, obtenemos que
. tan® = v/sec2® — 1. Ademds sea O = sec”'(x),
T entonces sec® = x, luego tan(sec™!(x)) =
- +Vx2 -1, six>1
—Vx2—1, six<-—1
Teorema 2.15
1 —1
1. Dx[sen ' (x)] = , —l<x<1 2.Dxfcos'(x)]= ——, —1<x<1
sen™! (0] = < — eos ™ ()] = ——
3. Daftan™! ()] = —— A B = > 1
14-x [x[v/1 —x2
1. Seay = sen~!(x) & x = seny. Derivando implicitamente
1 1 1

I=cos(y)-y' &) = = =

cosy cos[sen—!(x)] /T—x2

Luego,

Dx(y) = = Dxfsen !(x)], —l<x<l.
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2. Seay = cos~!(x) < x = cosy. Derivando implicitamente

-1 -1
1:— ~/<:> /:7:D -1 e —
sen(y)-y &y seny *lsen ™ (x)] sen[cos ™1 (x)]
Luego,
-1
Dx[cos ™ (x)] = , —l<x<1.
os 1=

3. Seay = tan~!(x) < x = tany. Derivando implicitamente:

.1 1 1

1 =sec’(y)-y &y = = = .
0)-y ey sec?y secy-secy sec[tan~!(x)]-sec[tan!(x)]

Luego,
1 1

VIR VT2 1R

4. Seay = sec”!(x) < x = secy. Derivando implicitamente:

Dx(tan" ' (x))

1 1

1= -t -y ey = = .
sec(y) -tan(y) -y’ €y secy-tany  sec[sec™1(x)]-tan[sec—1(x)]

Luego,
Dxfsec (x)] ! ! x> 1
X x)] = = . |x
((x) £V1—=x2)  |x|V1—x2
1 >1
_ x\/flJlrxz7 =
- <
x\/7]+x2’ *=

Teorema 2.16 (Derivadas de las funciones hiperbadlicas inversas)

1
1. Dx[sech™!(x)] =
1+x2
- 1
2. Dx[cosh™ ' (x)] = , x>1
1—x?
3. Dxftan'(h)] = ——, —1<x<I
1—x%’
4. Dx[sech™'(x)] = ¥7 0<x<1
xV/1—x2

La demostracién queda como ejercicio.
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2.9 DIFERENCIALES

Observaciones

d
1. d—y es la notacién de Leibniz para la derivada de la funcién y = f(x).
X

d
2. Dx(y) = a() es un operador.

3. A continuacioén trataremos dy y dx por separado.

Definicion 2.1
Sea y = f(x) una funcién derivable, Ax es el incremento arbitrario en la variable x,

dx es la diferencial de x y es igual a Ax, Ay = f(x+ Ax) — f(x), dy es la diferencial
de y y se define como dy = f'(x)dx.

, )
y
Ay
tan® = —
Ax
T
Ply) 3 ‘?\ Ay =tan0-Ax
- R I dy = f'(x) dx es una funcién de dos variables, dy re-
1 : p presenta la cantidad que larecta T se levanta o cae, Ay
x xHdy representa la cantidad que la curvay = f(x) se levanta
o cae cuando x cambia en una cantidad dx.

Figura 2.18

Ejemplo 2.27
/
Hallar dy, si:

1. y=x>=dy= (3x?) dx

1 2x+3
2. y=Vx2+3x=dy= E(x2+3x)7%(2x+3)dx= 2\/%dx

3. y=cos(x* —=3x? + 11) = dy = (cosx* —3x* + 11) - (4x — 6x)dx

Observaciones

1. Derivadas y diferenciales no son lo mismo

dy

E = f/(x)7Y7dy :f/(x)d'x

dy dx dy
2. D = v _— = i _— = b .
edy=f(dx e 2 =T e 2=
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( Como podemos interpretar la derivada?

Como el cociente de dos diferenciales.

3. Para cada regla de derivacién existe una correspondiente regla de diferen-
ciacién, obtenida a partir de la primera “multiplicdndola” por dx.

DERIVADA DIFERENCIAL
d
1. —(k)=0 1. dk=0
7 (k)
, d » kd“ 2. d(ku) = kd(u)
. —(ku) =k—
dx dx 3. du+v)=du+dv
d du dv
el 7y 4. d(uv) = udv +vdu
3. lutv) =+ (uv)
) d( - dv+ du 5. d(u") = nu"'du
I uv —ud de
d n n—ldu
5. dx( ) =nu 7

2.10 APROXIMACIONES (UNA APLICACION)

La grafica (2.18) permite escribir:
S+ Ax) = f(x) +dy = f(x) + f' (x)dx

0O S€a que
fx+Ax) = f(x)+ f'(x)dx

2 Qué tan buena es la aproximacion anterior?

Si g(Ax) = f(x+ Ax) — f(x) — f'(x), entonces:

Ce(A)  fbA) - f() o dr
A A T T A W =0

iEl error €(Ax) tiende a cero mds rdpido que Ax, en éste caso escribimos €(Ax) = o(Ax)
(o pequeiia)!

Ejemplo 2.28

‘ v
Hallar buenas aproximaciones para /4,6 y 1/8,2. Consideremos y = /x cuya
gréfica se muestra a continuacion.
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1

f) - 70?; f(4+0,6) = f(4)+ m(o,s)
o V4,06 =2,15
f(9-0.8)=f(82)

x _ 1
4.6 ff(9)+2\/§( 0,8)

1
=3+ £(-08)=2,867

AN - - =

Ejemplo 2.29
i

Utilice diferenciales para aproximar el aumento en el drea de una burbuja de jabén
cuando se radio aumenta de 3 pulgadas a 3,025 pulgadas.

Solucién: El drea de la burbuja es A = 4mr? y el diferencial de 4rea es

dA = 8nr dr = 81(3)(0,025) = 1,885 pulgadas cuadradas.

Ejemplo 2.30
g

Una arista de un cubo se midi6 como 11,4 centimetros con un posible error de
+0,05 centimetros. Evalte el volumen del cubo y proporciones una estimacién
para el posible error de éste valor.

Solucién: Como el volumen del cubo v = x> y el diferencial de volumen es dv =
3x?dx. Six= 11,4 y dx = 0,05, entonces v = (11,4)3 ~ 1482 y

dv =3(11,4)%(0,05) ~ 19. Luego, el volumen del cubo es 1482 + 19¢m?.

El error absoluto es 6v = v(x + x) — v(x) y el error relativo

A d 19
el 2 o 0,0128. Lo anterior quiere decir que el error relativo es
1v28‘7 v 1482

R 0.

APROXIMACIONES LINEAL

De la férmula punto-pendiente y — f(x) = f’(x)(x — a) que representa la ecuacién de la
recta que pasa por (a, f(a)) con pendiente f'(a), siempre que f sea derivable en a, la
funcién L(x) = f(a) + f'(a)(x —a) se llama aproximacién lineal a la funcién f enay
con frecuencia es una muy buena aproximacién para f cuando x es cercana a a.
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Ejemplo 2.31
D

T
Encuentre y dibuje la aproximacién lineal a f(x) = 1+2sen2xenx = 5 =a

2
Solucién: Como f'(x) =4cos2xy f’ (g) =4cos (;) = —4. Entonces

/)7 () D) =rvsmm oo
= 1—4(x—g) =—4x+1+2m.

L(x)

Jx)

1 /x

/4 1172 31174 7

Figura 2.19: f(x) = 1+ 2sen2x

2.12 EJERCICIOS

—| Ejercicios 2.1

1 2
2.1  a.) Demostrar que si f(x) = —, entonces f'(a) = —— para a # 0. (utili-
x a

zando la definicion de derivada)

1
b.) Demostrar que la tangente a la grafica de f en (a >corta a f en otro

v 2
a
punto, que esta en el lado opuesto del eje vertical.

2.2 Demostrar lo siguiente, partiendo de la definicién y trazando un dibujo expli-
cativo:

a.) Sig(x) = f(x)+c, entonces g'(x) = f'(x).
b.) Sig(x) = cf(x), entonces g'(x) = cf’(x).

2.3 Sea f(x) = x°, entonces

a.) (Cudl es el valor de f7(9), f/(25), f/(36)?
b.) (Cuil es el valor de f'(3%), f'(5%), f'(6*)?

c.) (Cuil es el valor de f'(a?), f'(x?)?
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d.) Comparar f'(x?) y g’(x) donde g(x) = f(x?)
24 a) Seag(x) = f(x+c). Demostrar utilizando la definicién que
g (x) = f'(x+c). lustrar la situacién graficamente.

b.) Demostrar que si g(x) = f(x), entonces g'(x) = cf’(x). Trate de ilustrar gra-

ficamente la situacion.

c.) Supongamos que f es derivable y periddica con periodo a, es decir
f(x+a) = f(x) para todo x. Demostrar que f’ es también periddica.

2.5 Hallar f'(x) y f'(x+3) en los siguientes casos:

a) f(x)=(x+3)°.
b) fx+3)=x.

c) f(x+3)=(x+5)".
2.6 Hallar f(x) si f(x) = g(t +x) y si f(t) = g(t +x). Las soluciones no serdn

las mismas.
2.7 Calcule las derivadas de cada una de las funciones dadas. Halle, en cada caso

los dominios de f(x) y f/(x).

2
28 a) f(x)= ;xztll—&-(xz—l)(l—x).

2 2
b.) f(x):{—kﬁ—&-%—km—zdondemynson diferentes de 0.
n X m X
c) y=ax’>+bx+c.
2
x“+4x+3
d) y=——"77+—.
)y NG
e) y= 242
KT v

f) y=uxg(x).
g) y= ix

(
(x

R

h) y=

-]

= -2y g'(2) =7, encuentre /' (2).

2.9 Si f(2) = -3,2(2) =4, f'(2)

a) h(x) = 5£(x) — 4g(x).
b) A(x) = £(x)(x).
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¢) hx) = 1 i (;zx) .

2.10 Encuentre las derivadas de:

1
a.) f(x) =senx+ 3 cotx

b.) h(8) =cscO+ecot

secO
<) A= 1+secH
1+senx
d) y=
) Y X+ Ccosx
tanx — 1
e) flx)=
secx

2.11 Encuentre las derivadas de:

a) y=+v4+3x
b.) y = tan(senx)
c.) y=sen(e)
1
d) g(t) = “p

e') y = excosx
_ [
f) F(z) =1/

2.12 Hallar la primera y segunda derivada de:

a) h(x)=vx2+1

b.) y=xe*
c.) y=e"sen(px)
d) y=e"

e.) f(x) =sen(cosx)

f.) f(x) =sen (ﬁ)

SGII)C2 sen2 X

g) f(x)= I+ sonx

2.13 Para cada funcién f, hallar f(f(x)).



2.12 EJERCICIOS

2) f) =
b.) f(x) = senx
c) flx)=x
d) fx)=17
e) f(x)=17x

2.14 Hallar f’ en funcién de g’ si:

2.15 Derivar implicitamente cada funcion:

a) C+xy—y*=4

b) 2y/x+ 5 =25

c.) ¥’y* +xseny = 4

d.) &V =1 +x%y

e.) ¢’cosx = 1+sen(xy)

£) Si f(x) +x*[f(x)]> =10y f(1) = 2, encuentre f'(1)

2.16 Derivar cada funcion:

a) f(x) = VInx
b.) f(x) =senxIn(5x)

o [ee+1)?
c) F(r)=In [M]
a2 _Z2

e.) y= (2x+1)%(x* —3)? donde a y b son niimeros reales.
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sen?xtan® x

f)y= 21 1)2
(x2+1)
g.) y= (senx)n¥

h.) y= (Inx)°*

Preguntas de comprobacion

2.17 Dé la definicién de funcidn derivable y derivada de una funcién en un punto.
(Qué se entiende por funcién derivada? ;Qué relacién existe entre los dominios de
la funcién derivada y la funcién original?

2.18 Diga que entiende por derivadas laterales en un punto.

2.19 Interprete geométricamente la derivada y las derivadas laterales en un punto.
(Qué significado puede darse a las derivadas infinitas?

2.20 Dé la definicion de funcién diferenciable en un punto. ;A qué se llama dife-
rencial de una funcién en un punto? ;Qué significa geométricamente el diferencial
en un punto?

2.21 Comente la relacion existente entre los conceptos derivabilidad, diferencia-
bilidad y continuidad. Demuestre sus afirmaciones.

2.22 Enuncie y demuestre las reglas de derivacion para las operaciones aritméti-
cas.

2.23 ;Cuando podemos asegurar que la compuesta de dos funciones es derivable
en un punto? Demuestre su afirmacién y deduzca la férmula para hallar la derivada
de una funcién compuesta.

2.24 ;Qué condiciones debe exigirse a y = f(x) para que la funcién inversa sea
derivable en un punto? ;C6émo se halla la derivada de una funcién inversa? De-
muestre sus afirmaciones.

2.25 ;Coémo se define la derivada de una funcién de orden n y el diferencial de
orden n?




APLICACIONES

3.1 MAXIMOS Y MiNIMOS
Definicion 3.1
Sea S =D(f) y c €S, decimos que
i) f(c) es el valor maximo de f en S, si f(c) > f(x) para todo x en S.
ii) f(c) es el valor minimo de f en S, si f(c) < f(x) para todo x en S.
iii) f(c) es un valor extremo de f en S, si es un valor maximo o minimo.

iv) La funcién que queremos maximizar o minimizar se llama funcién objetivo.

Teorema 3.1 (De existencia de maximo y minimo)

Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza un valor maximo
y un valor minimo en ese intervalo.

3.1.1 PUNTO CRITICO

Es aquel punto que es punto frontera, punto estacionario o punto singular. Estos puntos
son claves en la teoria de maximos y minimos. Las gréficas a, b y c ilustran las situaciones

anteriores.

y | Maximo y | Maximo y ‘
[ ! f : /
| f : 1 |

| 1
j : Minimo | I |
! 1 1 |
1 Minimo : | | \ \
h | It . A
x x
a b x W ) .
j Puntos estacionarios Puntos singulares:
f()=0 f(c) no existe

(a) (d) (©

Figura 3.1: Puntos frontera, estacionarios y singulares

Los siguientes ejemplos nos permiten interpretar el teorema (3.1) en sus diferentes casos.
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Ejemplo 3.1
‘ ,
1
Encuentre los puntos criticos de f(x) = —2x> +3x% en [2, 2} .

.l 1 .
Solucién: Los puntos frontera son: x = —— y x = 2, es decir, los extremos del

intervalo [—27 2} . Los puntos estacionarios se obtienen al derivar la funcién f

e igualarla a cero, es decir: f'(x) = —6x*> +6x =0 de donde x =0, y x = 1 son
la solucién de la ecuacién. Los puntos singulares no existen. Luego los puntos
criticos son: x = 5 x=2, x=0yx=1.

]

Figura 3.2: f(x) = —2x3 4 3x?

Ejemplo 3.2
D EE—
1
La funcién f(x) = — en el intervalo (0,e0) = S no tiene ni maximo ni minimo.
x

(Por qué?

Abhora, si § = (1,3] no tiene valor méximo, ;Por qué? ...porque el valor minimo

es f(3) = %

~
o
=

Figura 3.3: f(x) = %
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Ejemplo 3.3
v v
8z ) ox 1<x<2
La funcién g(x) = { r-2 2<x<3
ni maximo ni minimo.

definida en el intervalo S = [1, 3] no tiene

(Por qué?

Figura 3.4: Grifica de g(x)

Teorema 3.2 (Puntos criticos)

Sea f definida en un intervalo I que contiene un punto c. Si f(c) es un valor
externo, entonces ¢ debe ser un punto critico, es decir, es uno de los siguientes:

1) Un punto frontera de /.
ii) Un punto estacionario de f; es decir, un punto donde f’ (c) =0.

iii) Un punto singular de f; esto es un punto donde f(c) no existe.

i) Consideremos el caso donde f(c) es el valor maximo de f en I y ¢ no es punto
frontera ni punto singular. Demostremos que ¢ es un punto estacionario. Como
f(c) es el valor maximo, entonces f(x) < f(c) para todo x en I, es decir

fx)=f(e) 0.

y v Six < ¢, entonces x —c <0,y
} M > 0. (3.1
1 X—cC
1 : z — Andlogamente, si x > ¢ entonces x —c >0,y
I |
M <0. 3.2)
Figura 3.5 xX—c

De (3.1) obtenemos que,

=f'(c7)>0. (3.3)
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De la (3.2) obtenemos que,

o F@ = f(eh)

x—ct xX—c

=f(c") <0. (3.4)

De (3.3) y (3.4) concluimos que, f’(c) = 0. Las demostraciones de partes (ii) y (iii) quedan
como ejercicio. Para hallar los valores extremos se debe hacer el siguiente procedimiento.

Procedimiento:
a) Encuentre los puntos criticos de f en I.
b) Evaluar f en cada uno de éstos puntos criticos. El mayor de estos valores es
el valor maximo; el valor mas pequefio es el valor minimo.
Los siguientes ejemplos ilustran lo planteado en el teorema (3.2).
Ejemplo 3.4
‘ v

1
Encuentre los valores maximos y minimos de f(x) = —2x> +3x% en [—2, 2} .

Solucién: Derivando la funcién f e igualando a cero obtenemos que
f'(x) = —6x* +6x =0,

donde x =0y x = 1 son los puntos estacionarios que junto con los puntos frontera

X=-—gyx= 2 forman los puntos criticos. Evaluando los puntos criticos en la

L . 1
funcién original, encontramos que el maximo se halla en f (— 2) = 1 que corres-

ponde al punto —3 1 | y el minimo se halla en f(2) = —4 que corresponde al

punto (2, —4). Ver figura (3.2) de la pdgina 56.

Ejemplo 3.5

‘ /
La funcién F (x) = x3 es continua en todo R. Hallar los valores maximos y mini-
mos en [—1,2] (ver figura 3.6).

Solucién: De la funcién original obtenemos que

2 2

Nétese que F(0) =0, F(—1)=1,F(2)= 23 = V4~ 1.59, luego el punto (2, \3/ZL>
es un maximo. La funcién F no tiene minimo, pues F’(0) no existe ya que es un
punto singular.
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[
—_
—_
N 4+ - — — —

Figura 3.6

Problema: Son aquellos que surgen de situaciones de la vida diaria. Estos problemas
rara vez tienen puntos singulares. Los puntos mdximos y minimos aparecen en puntos
estacionarios, aunque deben verificarse los puntos frontera.

Ejemplo 3.6

D [—
Una caja rectangular se construye a partir de un pedazo de cartén de 24 pulgadas
de largo por 9 pulgadas de ancho, cortando cuadrados idénticos y doblando hacia
arriba lo lados. Encuentre las dimensiones de la caja con volumen méximo. ;Cuél
es su volumen?
Solucién: El volumen de la caja esta dado por la funcién

V(x) = x(9 — 2x) (24 — 2x) = 216x — 66x> + 4x>

9 . . .
con)<x< 2 Al derivar la funcién volumen e igualando a cero obtenemos que

V() =216 —-132x+ 12> =0 o (x—9)(x—2)=0

de donde x =2 y x = 9 son los puntos estacionarios. Nétese que 9 no pertenece al

9 9
intervalo [O, 2} . De los puntos criticos (0,2) y (2> tenemos que

V(O)zV(i):O y V(2)=200.

Luego, el volumen maximo es V = 200 pulgadas cibicas. Las dimensiones de la
caja son: Largo 24 —2(2) = 20, Ancho 9 —2(2) = 5 y Profundidad 2.

2 b Uk

(@) (b)

Figura 3.7
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V)

200
150
100

50

Figura 3.8: V(x) = x(9 —2x)(24 — 2x)

Ejemplo 3.7

Un granjero tiene 100 metros de alambre para una cerca, con el cual planea cons-
truir dos corrales adyacentes. ;Cudles son las dimensiones que encierran el drea
méxima?

Solucion: El perimetro de la region encerrada esta dado por la ecuacion 3x+2y =

3
100 de donde y = 50 — = x. El drea de los dos corrales es A(x,y) = x -y, reempla-

zando el valor de y en la ecuacidn anterior obtenemos que

3 100 100
de donde x | 50 — 2x) =0implicaquex=0yx= = esdecirque 0 <x < qT.
Derivando la funcién drea e igualando a cero obtenemos que A’(x) =50 —3x =0

50 . . L. 50 100
de donde x = — es un punto estacionario. Los puntos criticos son: x = 0, 33

Al evaluar la funcién 4rea en el punto estacionario obtenemos que

50\ 1250
Al =) = == ~=~4160.
(5)-5

50 . .
Cuando x = — e y = 25. Para cercar la parte correspondiente a x se necesitan

50 50 50 150 . .
3 + 3T3 =73 y para cercar la parte correspondiente a y se necesitan 25 +
25 =50.

Figura 3.9
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3
Ejercicio. Hacer la grifica de A(x) = 50x — Exz.

3.2 MONOTONIA Y CONCAVIDAD

Sea f definida en un intervalo 7 (abierto, cerrado o ninguno de estos), decimos que:
i) f es creciente en [ si, para todo xj,x; en I, x; < xp entonces f(x1) < f(x2).
ii) f es decreciente en I, si para too x1,x; en I, si x; < x; entonces f(x1) > f(x2).

iii) f es estrictamente mondtona en /, si es creciente en / o decreciente en /.

Teorema 3.3 (Monotonia)

Sea f continua en un intervalo / y derivable en todo punto interior de /.
i) Si f’(x) > 0 para todo x en el interior de /, entonces f es creciente en /.

ii) Si f’(x) < 0 para todo x en el interior /, entonces f es decreciente en /.

Ejemplo 3.8
D [

Si f(x) = 2x* —3x% — 12x + 7, encuentre los intervalos donde f crece o decrece.

Solucién: Derivando la funcién f obtenemos que f'(x) = 6(x —2)(x+1). f es
creciente para los x tales que (x—2)(x+1) > 0y f es decreciente para los x tales
que (x—2)(x+1) < 0. Para saber en que intervalos f es creciente o decreciente
ubicamos los puntos estacionarios junto con el cero en la recta real. Los puntos
estacionarios dividen la recta en tres intervalos (—oo, —1); (—1,2) y (2,0).

Posteriormente elegimos un representante de cada intervalo y aplicamos el teorema
3.3 como se ilustré anteriormente.

(-0,-1) (-1,2) (2,)
(-2) 0
2 -1 1 2
Figura 3.10

Escogemos los nimeros —2, 0 y 1 como representante de cada intervalo. A continuacion,
hallamos f'(—2) = 24 > 0, entonces en el intervalo (—oo, —1) f es creciente;

f'(0) = —12 < 0 entonces en el intervalo (—1,2) f es decreciente; f'(3) =24 > 0 enton-
ces en el intervalo (2,8) f es creciente. También f(—1) = 14y f(2) = —3.
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Figura 3.11: f(x) = 2x> — 3x% — 12x+7

Ejemplo 3.9
D [

Determine en donde g(x) =

X . .
T es creciente y en donde es decreciente.
X

Solucién: Derivando la funcién g e igualando a cero obtenemos que

(I—=x)(14x)

=0
(1+22

gx) =

donde x = £1 son los puntos estacionarios. Terminar el ejemplo siguiendo los
pasos del ejemplo (3.8).

Definicion 3.2
Sea f derivable en un intervalo /. Decimos que la gréfica de f es concava hacia
arriba en I, si f/ es creciente en I, y decimos que f es concava hacia abajo en I, si
" es decreciente.

(a) f’ creciente: céncava hacia arri- (b) f’ decreciente: céncava hacia (c) Céncava y convexa
ba abajo (o convexa)

Figura 3.12

Teorema 3.4 (Concavidad)

Sea f dos veces derivables en el intervalo /
i) Si f”(x) > 0 para todo x en I, entonces f es concava en I.

ii) Si f”(x) < 0 para todo x en I, entonces f es convexa en /.
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Ejemplo 3.10
v £ v
1
(En qué intervalos f(x) = §x3 —3x% —3x+4 es creciente, decreciente, concava o

convexa?

Solucién: La derivada de f es f/(x) = x> —2x—3 = (x—3)(x+ 1), de donde
x =3,—1 son los puntos estacionarios. Si f’(x) = (x —3)(x+ 1) > 0 entonces f
es creciente y si f'(x) = (x—3)(x+1) < 0 entonces f es decreciente. También

fx)=2(x—1).

Si f”(x) =2(x—1) > 0 entonces f es concava y si f”(x) =2(x—1) < 0 entonces
f es convexa. Como en los ejemplos anteriores los puntos estacionarios dividen la
recta en los intervalos (—oo, —1); (—1,3) y (3,0).

Tomando como representante de cada intervalo los niimeros —2, 0 y 4 obtenemos
el siguiente esquema

(-OO a'l) ('133) (3’00)
- 0
(-2) 0) ' (4) R
-1 0 3
Figura 3.13

Como f’(—2) =5 > 0 entonces en el intervalo (—eo, —1) f es creciente. Como

f'(0s) = =3 < 0 entonces en el intervalo (—1,3) f es decreciente; como f'(4) =5 >0
entonces en el intervalo (3, ) f es creciente. Como f”(x) =2(x—1) > 0six > 1 entonces
en el intervalo (1,%) f es concavay como f”(x) =2(x—1) < 0, si x < 1 entonces en el
intervalo (—oo, 1) f es convexa.

Figura 3.14: f(x) = §x* —3x> —3x+4

3.2.1 PUNTOS DE INFLEXION

Sea f continua en x = ¢. El punto (¢, f(c)) es un punto de inflexién de la gréfica de f, si
f es concava a un lado de ¢; y convexa al otro lado de c.
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Figura 3.15: Algunos puntos de inflexién

Observacion: ;Quiénes son candidatos a ser puntos de inflexion?

Los puntos donde f”(c) = 0 6 donde f”(c) no exista. Para la funcién f(x) = x*,

f(x) =43, f"(x) = 12x%, £”(0) = 0 pero (0,0) no es punto de inflexién.
JPor qué?
1

Para f(x) =3, f'(x) =322, f"(x) = 6x, £ (0) = 0. Si f(x) = x3 +2 entonces f(x) = ;
X 2

2

-
9x3

Wit

yf(x) =

Nétese que f”(x) > 0 para x < 0y f”(x) < 0 para x > 0 luego (0,2) es un punto de
inflexién.

©2)

Figura 3.16: f(x) = x3 +2

En conclusion si ¢ es un punto de inflexién de f, entonces f”(c) = 0 (condicién necesaria
para que ¢ sea un punto de inflexién).

3.3 MAXIMOS Y MiNIMOS LOCALES

Definicion 3.3
Sea s, el dominio de f que contiene al punto ¢. Decimos que:

i) f(c) es un valor maximo local de f, si existe un intervalo (a, ) que contiene
a c tal que f(c) es el valor méximo de f en (a,b)NS.

ii) f(c) es un valor minimo local de f, si existe un intervalo (a,b) que contiene
a c tal que f(c) es el valor minimo de f en (a,b) N S.

iii) f(c) es un valor extremo local de f, si es maximo local 6 minimo local.
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(b)

Figura 3.17

Observacion: Los extremos locales se pueden encontrar en un punto critico. (Puntos
frontera, puntos estacionarios o puntos singulares).

Teorema 3.5

Sea f continua en un intervalo (a,b) que contiene un punto critico ¢

i) Si f'(x) > 0 para todo x en (a,c) y f'(x) < 0 para todo x en (c,b), entonces
f(c) es un valor maximo local de f.

ii) Si f'(x) < 0 para todo x en (a,c) y f'(x) > Opara todo x en (c,b), entonces
f(c) es un valor minimo local de f.

iii) Si f’(x) tiene el mismo signo a ambos lados de c, entonces f(c) no es un
valor extremo de f.

LE)<0 f()>0
JS®)=0

a
Maéximo local b Minimo local

/j/ No existe valor extremo

(@) () (©
Figura 3.18

Demostracion:

i) Como f’(x) > 0 para cada x en (a,c) entonces f es creciente en (a,c|, es
decir que

fx) < fle)- (3.5)

Como f’(x) < 0 para cada x en (c,b), entonces f es decreciente en (c,d], es
decir

f(x) < f(e). (3.6)
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De (3.5) y (3.6) f(c) es un médximo local.

ii) Como f’(x) < 0 para cada x en (a,c), entonces f es decreciente en (a,c], es
decir

f(x) > fle). 3.7
Como f’(x) > 0 para cada x en (c,b), entonces f es creciente en (c,b], es
decir

fle) <fx). (3.8)
De (3.7) y (3.8) f(c) es un minimo local.

iii) La demostracion del tercer punto del teorema se deja al lector como ejerci-
cio.

Ejemplo 3.11
D

Encuentre los valores extremos locales de la funcién f(x) = x> —6x+5 en

(*°°a°°)'

Solucién: De f’(x) = 2(x— 3) = 0, obtenemos que x = 3 es un punto estacionario.
Como f’(x) =2(x—3) =< 0 para x < 3, entonces f es decreciente en (—eo,3] y
como f’(x) = 2(x—3) => 0 para x > 3 entonces f es creciente en [3,c0). Por el
teorema (3.5) parte (ii) f(3) = —4 es un minimo local. La siguiente grafica ilustra
el valor extremo de f.

J(x)=x?>-6x+5

3
T /s x
1
1
1
-a

Figura 3.19

1
Ejercicio. Hallar los valores extremos locales de f(x) = §x3 —x>—3x+4en

(7°°7°°)~
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Teorema 3.6 (Criterio de la segunda derivada)
Supénganse que f' y f” existen en todo punto de un intervalo abierto (a,b) que
contiene a ¢ y supénganse que f’(c) = 0.

i) Si f"(c) <0, f(c) es un valor méximo local de f.

ii) Si f”(c) > 0, f(c) es un valor minimo local de f.

Demostracion:

D £(e) = tim LB =S g S

< 0, luego existe un intervalo
X—C X—C X—Cc X —C

f'x) &)

o < c < B tal que —— < 0. f < 0 implica que
x—c x

—c
f(x)>0, para a<x<c
f'(x) <0, para ¢ <x<B.

Por el teorema (3.5), parte (i) y (i) f(c) es un méximo local.

ii) La demostracién del segundo punto del teorema se deja al lector como ejer-
cicio.

Ejemplo 3.12
D [—

Para f(x) = x> — 6x+ 5, utilice el criterio de la segunda derivada para identificar
extremos locales.

Solucién: Como f”(x) = 2(x—3), entonces x = 3 es un punto estacionario y como
f"(3) =2 > 0, entonces en x = 3 hay un minimo.

Ejemplo 3.13
‘ /
1
Para f(x) = ~x> —x*> — 3x + 4, utilice los criterios de la segunda derivada para

hallar los puntos extremos.

Solucién: Como f/(x) = (x—3)(x+1) y x =3 y x = —1 son puntos estacionarios,
entonces para f”(x) =2x—2, f”(3) =4 > 0, f toma un minimo en x = 3. También
como f”(—1) = —4 < 0 entonces f toma un maximo x = —4.

Ejercicio. La siguiente figura muestra una grdfica de y = f’(x). Encuentre todos los
extremos locales y los puntos de inflexién de f en el intervalo [—1,3]. Si f(1) =0,
bosqueje la grafica de y = f(x).
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y
/f(X)
-1 1 /2 3
-1
Figura 3.20
3.4 OTROS PROBLEMAS DE APLICACION
Ejemplo 3.14
D E—
Encuentre (si existe algunos) los valores méximos y minimos de f(x) = 4x* — 4x
en (700300)

Solucién: Como f'(x) = 4(x—1)(x* +x+ 1) y x> +x+ 1 no tiene soluciones
reales, entonces solo existe un punto critico x = 1. En (—eo, 1), f es decreciente y
en (1,00) f es creciente; luego f(1) = —3 es un minimo absoluto.

Figura 3.21

Ejemplo 3.15
‘ ,
Encuentre los valores mdximos y minimos de G(p) = m en (0,1).

2p—1 1
Solucién: G'(p) = L 5.DeG'(p)=0,p= esun punto critico. G'(p) >0

p(1 —pl)
si2p—1>0,esdecir p > > aqui G'(p) es creciente. G'(p) < 0si2p—1<0, es

1 1
decir p < > aqui G'(p) es decreciente. Como G (2> =4, el punto (1,4) es un

minimo.
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WG

L 1 P
2

N

Figura 3.22: G(p) = ﬁ

Ejemplo 3.16
)

Un lote debe contener 50 cuadrados de zonas de impresion, con mérgenes de 4
pulgadas arriba y abajo, y margenes de 2 pulgadas a cada lado. ;Cudles son las
dimensiones para el volante que utilizaria menos papel? ... De acuerdo a los datos
del problema el volante tendria la siguiente forma:

-

. 4
! L
! 4 T
! - ===+
: I
|
y:}-—2—| ol [ =4
>l
! 1
! |
\ il
=
I 4
l
_______)( _____ _'
Figura 3.23

El drea del volante de papel es A(x,y) = x-y sujeto a la condicién (x —4)(y — 8) = 50
50,

de donde y = 4 + 8. Luego, el drea en funcién de x es: A(x) = —2 + 8x donde
X — X —

4 < x < oo. Derivando la funcién A e igualando a cero obtenemos que

8(x—9)(x+1)
Allxy=—"—_"" "7 _
() == =0
donde x =9 y x = —1 son los puntos estacionarios. Ademds
8(x—9)(x+1)
A= "2 7
() (x—4)2

siempre que 4 < x < 9. Como A’(x) < 0 en el intervalo (4,9) y A’(x) > 0 en (9,),
entonces en x = 9 hay un minimo. Luego y = 18 y A = 9 x 18 unidades cuadradas. Como
A'(x) <0en(4,9)yA’(x) > 0en (9,c), entonces en x = 9 hay un minimo. Luego f = 18
yA=9x18=162.
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Ejemplo 3.17

Andrés, quien estd en un bote de remos a 2 millas del punto mds cercano B de una
costa rectilinea, observa que estd saliendo humo de su casa que se encuentra a 6
millas de B, sobre la costa. El calcula que puede remar a 3 millas por hora y correr
a 5 millas por hora.

¢ Como debe proceder para llegar a su casa en el menor tiempo?

La siguiente grafica ilustra la situacién planteada donde:

<
6+x
D
52 A
Figura 3.24
Donde AD = Vx2+4y @ es el tiempo (en horas) para recorrer la distancia AD.
6—x

También CD =6—xy es el tiempo (en horas) para recorrer la distancia CD. El

tiempo total es

x2+4  6-—x
T =
_ 5x—3Vx*+4

3
donde 0 < x < 6. Ahora T’ (x) .Si T'(x) = 0 obtenemos que x = 5 esun

15V +4

L . . 3
punto estacionario. En este caso existen tres puntos criticos x = 0, 5, 6.

Como el dominio de T es el intervalo cerrado [0,6], T tiene un minimo (teorema 3.1 de la
pagina 55) y este se presenta en un punto critico (teorema 3.2 de la pagina 57).

Como T(0) =1.87,T <;) =1.73, T(6) = 2.11 entonces el punto minimo es %, 1.74).

Lo anterior significa que Andrés tardard alrededor de 1.73 horas en llegar a la casa.

Ejemplo 3.18

Encuentre las dimensiones del cilindro circular de volumen maximo que puede
inscribirse en un cono circular recto. La siguiente grafica ilustra la situacién plan-
teada.
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>

o R B

,,

i

Figura 3.25

El volumen del cilindro depende del radio y su altura, entonces
V(r,h) = nr*h. (3.9)
Por semejanza de tridngulos tenemos que

—h b —
a :g o h:(l ra

r b b

(3.10)
Reemplazando (3.9) en (3.10) obtenemos que el volumen en funcién del radio es

V(r) =nar* — @r3, donde 0 < r < b.

S

3
Ademds V'(r) = mar [2 - br} .De V'(r) =0, obtenemos que los puntos estacionarios son
2b o 2b .
r=0yr= Y luego, los puntos criticos en [0, b] son: 0, e b. Nétese que V(0) =0y

2b 2
V(b) =0, luego r =0y r = b produce el volumen cero, luego, V(r) =V (3) = gnabz

es el volumen maximo.

Teorema 3.7 (Del valor medio o de Lagrange)

Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable en su interior (a,b),
entonces existe al menos un nimero en su interior (a,b) donde

W = f'(c), 0 f(b) — f(a) = f'(c)(b—a). La situacién geométrica es la
siguiente:

(a) (b)

Figura 3.26: Interpretacion geométrica del teorema 3.7



72 CAPITULO 3. APLICACIONES

Demostracion:

La demostracién se apoyard en un andlisis cuidadoso de la funcién
S(x) = f(x) — g(x). g(x) La ecuacién para:

g = TO=TD (o) 1 fia)
Luego,
() = 1) ~8(x) = )~ f(0) - LD )

Noétese que

b _
S =0=5(a), y S@)=r-LP1D
f
> (b,/(b))
g i
/@) I I
a b
Figura 3.27

(Cémo ver que S'(c) = 0 para algin c en (a,b)?

Razonemos asi:

= Ses continua en [a,b], pues es la diferencia de dos funciones continuas. Lue-
go por teorema (3.1), de la pagina 55 S debe alcanzar su maximo y minimo
en [a,b]. Si el valor mdximo o minimo es diferente de cero, entonces ese
valor se alcanza en un punto interior ¢, pues S(a) = S(b) = 0.

» Como S es derivable en (a,b), por teorema (3.2) de la pagina 57, §'(c) = 0.

Ejemplo 3.19
D |

Encuentre el nimero ¢ garantizado por el teorema (3.7) de la pagina 71, para

f(x)=2y/xen[1,4].

Solucién: Como f cumple las hipétesis del teorema, entonces
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oy — L

f(x)_\/;c

L]

f(c)—%. (3.11)
Ahora w = % (3.12)

Figura 3.28

1 2 9 9
De (3.11) y (3.12) obtenemos que — = —, de donde ¢ = —. Nétese que — es un punto
Ve 3 4 4

interior de (1,4).

Ejemplo 3.20
D

Sea f(x) = x* —x?> —x+1 en [—1,2]. Hallar los ¢ que satisfacen al teorema (3.7)
del valor medio.

Soluciéon: Como f cumple las hipétesis del teorema del valor medio, entonces

fllx) = 3x*—2x—1
flle) = 3c2—2c—1, y
f@-r _
2—(—1 '

Luego c resolvemos la ecuacién 3¢? — 2¢ — 2 = 0 cuyas soluciones son ¢j ~ —0.55
y ¢2 =~ 1.22 que son los niimeros buscados.

Figura 3.29
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Ejemplo 3.21

‘ v
La funcién f(x) = x3 en [—8,27] no cumple las hipétesis del valor medio. ¢Por
qué?

2
Noétese que f'(x) = 3 no es derivable en x = 0, pues x = 0 es un punto singular.
X

Si no cumple las hipétesis tampoco se verifica la tesis. | Vedmoslo!

2 27) — f(— 1 2
Como f'(c) = VTR f(27)_ ({(8 8) == al resolver la ecuacion 3? = — obte-
nemos que

c= (134>3 ~ 102 & (—8,27)

Figura 3.30

Teorema 3.8 (De Rolle)

Sean f continua en [a,b] y derivable en (a,b)
menos un nimero c en (a,b); tal que f'(c) = 0.

Demostracion:

Por el teorema del valor medio (3.2), tenemos que 1) = fla) = f’(c), como

f(b) = f(a), entonces f'(c) = 0.

Teorema 3.9 (Valor medio de Cauchy)

Sean fy g funciones derivables en (a,b) y continuas en [a,b]. Si g(x) # 0 para
todo x en (a,b), entonces existe un nimero c¢ en [a, b] tal que

Observacién: Si g(x) = x, se obtiene el teorema del valor medio.
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Demostracion:

Del teorema (3.2) (valor medio para derivadas) tenemos que:

g SO —S@
$() =109 = (@)= L= (=)
Tratando de imitar la igualdad anterior tenemos que:
) — f(qy_ fO = f@)  ola
S(x) = f(x) = f(a) g(b)_g(a)(g() 8(a)), g(b)—gla) #0

Noétese que S(a) =0 = S(b) y S es continua en [a,b] y derivable en (a,b); pues f
y g son continuas y derivables en (a,b). Ahora, por el teorema (3.2) (Valor medio
para derivadas), existe un c en (a,b) tal que:

Pero
reoN /x_f(b)_f(a) '(x () = /C_f<b)_f(a '(e)) =
s0=r0- LTy y s10-r0-L3=1 @) o

Teorema 3.10 (Regla de L'Hoépital)

. 1 _ 7 @ f’(x):| : g
Suponga que iﬂ F(x) )lcgrblt g(x)=0. Si )lcgrll,t [g,(x) existe en cualquiera de los

sentidos finito o infinito entonces

Observaciones
i) u=a',a 00 —oo,

ii) Sélo demostraremos el caso en que L es finito y el 1im .

x—at
Demostracion:
!
Seau=a". Sean lim f(x)= lim g(x) =0.Si lim Fx) existe, entonces
x—at x—at x—at g (X)
!

m [£9] = 1im [£9],
x—at g(x) x—at g’(x)

f'(x
g (x

~—

Notese que la existencia de 1im,_, ,+ { ] existen en (a,b] y g’'(x) # 0.

~—
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Como lim f(x)
x—at

CAPITULO 3. APLICACIONES

= 11’m+g(x) = 0, podemos redefinir f(a) = g(a) =0 (f y g son
X—a

continuas por la derecha). Con éstas condiciones f y g cumplen las hipdtesis del
teorema (3.9) de la pagina 74 en [a, b], es decir existe ¢ en (a,b) tal que:

f(b)

entonces ——~ =

g(b)

Ejemplo 3.22

f(b)—f(a)

8(b) —g(a)

f'(c)

——.Sib—a’yc—a',entonces
g'(c)

f

/
lim —= = lim F(x)
x—at g(x) x—at g’(x)

Utilice la regla de L’Hopital para calculara los limites siguientes.

1. lim ﬂ, es de la forma 9, entonces lim senx _ 1.
x—0 X 0 x—0 X
1— 0 1—
2. lim ﬂ, es de la forma —, luego lim STeosx .
x—0 X 0 x—0 X
2 2
. — 0 3 x“—9 3 2x 6
3. ign%xz_x_g, es de la forma 0’ luego, )lclg%xz—x—6 :)1613% 1 = 5

_x*4+3x—10

4x+3

4. 1 — = oo
ot 2 —ax +4 a2 2x—4
tan(2
5. 1fm 22 _
x—0 111(1 +x)
— 1
6 qim X _ 1
x—0 X 6
1—cosx
7- 1’ —_— .
0 2 +3x
et —et e "
bR A AR
9. Hallar lim i.
x—yoo @X
xafl 1 a—2
10, 1im % = 1im & g GO
x—yoo @X x—oo X X—o0 er
1 1 1 1
1. 1im =% = lim —*_ = lim — lim — = 0.
x—o0 x4 x—o0 qxxd=1  x—e0 gx4

X—yoo ax%—
1
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1
12, lim —= —0.
x—0t+ cotx

Insenx
13. lim tanx-Insenx es de la forma (0 - ), entonces lim =0.
xﬂ% xﬁ% cotx

1
14. lim r L , es de la forma (oo, —c0), entonces el
=1t \x—1 Inx
. xlnx—x+1 1
lim |———— | = =.
x—1t | (x—1)Inx 2

15. 1im (x+ 1), es de la forma (1) entonces de y = (x + 1)°°'¥, tenemos

x—0t

1 1
M luego lim Iny =1.
tanx x—0T

que Iny = cotxIn(x+1) =

16. 1lim (tanx)°*¥, es de la forma (<*) de y = (tanx)°***, tenemos que
x—5"

Iny = cosxIn(tanx) y

lim (Iny) = lim cosxIn(tanx) = lim —
x—% x—3 x5 secx

Int
nfanx _ o

EJERCICIOS

—| Ejercicios 3.1

77

3.1 Dibuje la grifica de la funcién f que sea continua en [1,5] y que tenga las

propiedades siguientes:

a.) Minimo absoluto en 2; maximo absoluto en 3; minimo local en 4.

b.) Minimo absoluto en 1; maximo absoluto en 5; minimo local en 2; minimo

local en 4.

3.2 Halle los valores maximo y minimo absoluto de f en el intervalo dado:

(x)

(x)

c) f(x) =In(x*+x+1);en [—1,1]

d) f(x)=e*—e X en[—1,1]
(x)

3.3 Verifique que las funciones dadas cumplen el teorema (3.7) (Rolle):

a) f(x) =5—12x+3x* en [1,3].
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b.) f(x) = vx— %x; en [0,9].

3.4 Si f(x) = 1 —x*/3. Demuestre que f(—1) = f(1), pero no hay un nimero ¢

en (—1,1) tal que f'(c) = 0. ;Por qué esto contradice el teorema (3.7)?
3.5 Sif(x)= tanx demuestre que f(0) = () pero no hay un nimero ¢ en (0, )
tal que f(c) = 0, ;Por qué esto contradice el teorema (3.7)?

3.6 Verifique que las funciones dadas cumplen las hipétesis de teorema 3.2 (del
valor medio) y encuentre el nimero c.

a) f(x) =3x*+2x+5;en[-1,1].

b) f(x) = iz; en [1,4].
3.7 Para f(x) = (x — 3)~2, demuestre que no existe un valor para ¢ en (1,4) tal
que w = f’(c). {Por qué esto no contradice el teorema del valor medio?
3.8 La misma pregunta 7 para f(x) —|2x—1[; en (0,3).
3.9 Si f(x) =20 +3x% — 36x, f(x) = 2x2 , fx) = nx
x2+3° VX

a.) ;Donde f es creciente o decreciente?
b.) Hallar los valores mdximos y minimos locales.

c.) ;(Donde f es céncava o convexa?

3.10 Sif(3)=2; f'(3) = %; f'(x) >0, f”(x) <0 para todo x.

a.) Dibuje la grafica posible para f.

b.) (Cuadntas soluciones tiene la ecuacién ?
1
c.) (Es posible que f/(2) = g? (Por qué?

3.11 ;Para qué valores de a y b la funcién f(x) = axe® tiene el valor méximo

f2)=1?

3.12 Se desea fabricar un tarro para que contenga un litro de aceite. Hallar las
dimensiones que minimizan el costo del material para fabricar dicho tarro.

3.13 La suma de dos nimeros es 120. ;Qué niimeros hacen que el producto de
uno de ellos por el cuadrado del otro sea médximo?

3.14 Calcule cada limite utilizando la regla de L’Hopital. Asegiirese que tiene la
forma indeterminada antes de aplicar la regla.
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, 2x—senx
a.) lim ———
x—0 X

—
b) lim 20

x—0  tanx

X2 —2x+2
c) lim ————
x—1- x> —1

Vi—1?

o) I Y

£) )lcg% e — ln()lcz—&-x) =1l
o }1_1}1010 lnxloooo

hy) 1im 3secx+5

x— % tanx

2
j.) lm (3x)*
])x11(1)1+(x)

k) lim (5cosx)@n*
Zo0=

. 1
1) lim xx
X—yoo

, 1
m.) lim ( cscx— —
x—0 X

1

n.) lim (1+2€%)x

) x—>0+( )

fi.) lim e°S*
X—ro0

X
0.) lim —
x—0t Inx

79
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