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Presentacion

“[...] Los vectores son un remanente, una ramificacion initil, de los
cuaterniones, y no han sido nunca de la menor utilidad a ninguna
criatura”

William Thomson, Lord Kelvin, (1824 - 1907).

En 1901 se publica el primer libro de texto de andlisis vectorial, Vector Ana-
lisys de Edwin Bidwell Wilson, donde se presenta formalmente la teoria del
analisis vectorial moderno. Sin embargo la necesidad del concepto de vector se
remonta a personajes como Galileo Galilei con su teoria de la composicién de
movimientos o Isaac Newton con su formulacién de la ley del paralelogramo.

Pero es a partir de 1843 cuando William Rowan Hamilton (1805-1865) des-
cubre los cuaterniones, cantidades complejas de la forma:

a-+xi+j+zk

Donde a, x, y, z son nimeros reales e i, j, k son tres imaginarios que cumplen
con las siguientes reglas de multiplicacion:

ij=k jk=i ki=j ji=—k kji=—i ik=—j ii=jj=kk=1

En 1846 Hamilton introduce las denominaciones escalar y vector para las
partes de sus cuaterniones, de tal manera que, un quaternion queda escrito co-
mo:



Q=5Q+VQ

de tal manera que, si dos cuaterniones tiene parte escalar igual a cero:

Q=uxi+yj+zk

Q/:X/i—‘y-y/j—f—zlk

entonces, el producto de los dos cuaterniones obedece la regla:

QQ = —(xx"+yy +zz") +i(yz —zy’) + j(zx" — x2") + k(ky' — yk')

Donde:

VQQ =i(yz —zy') + j(zx’ — x2') + k(ky' — yk')

Es el producto de sus partes vectoriales.

Muchos problemas quedaron resueltos una vez que se dan cuenta de la po-
sibilidad de trabajar la parte escalar y la parte vectorial de los cuaterniones por
separado. Asi fueron apareciendo conceptos del andlisis vectorial como produc-
to interno y producto externo gracias a Hermann G. Grassmann (1809-1877),
rotacional y divergencia por Maxwell, y grandes sintesis como la realizada por
Oliver Heaviside (1850-1925) a las ecuaciones del tratado sobre la teoria del elec-
tromagnetismo y la luz de Maxwell.

Pero lo que nunca lleg6 a saber Lord Kelvin, es que los remanentes de los
cuaterniones, es decir, los vectores, resultaron ser fundamentales para ramas de
la ciencia como la Fisica.

Aquellos vectores que no tienen un punto de aplicacién u origen especifico,
es decir los vectores libres, permiten expresar aquellas leyes fisicas vectoriales de
forma vélida para cualquier punto del universo, expresando con ello el caracter



universal de dichas leyes. Pero, también, permiten estudiar sistemas sin la ne-
cesidad de especificar una disposicién fija, tal como el estudio de la rotacién
del volante de un automévil donde el par de fuerzas que la producen puede
ubicarse en cualquier par de puntos opuestos del volante.

Ellos, con sus respectivas operaciones, son los objetos de estudio de las dos
primeras unidades de estas notas de clase del espacio académico Métodos Ma-
tematicos para la Fisica en el programa académico de Licenciatura en Ma-
tematicas y Fisica de la Universidad de la Amazonia . Puesto que su estudio
involucra elementos de geometria euclidea y trigonometria, es un tema que, por
lo general, no se desarrolla en el bachillerato y los primeros semestres de pro-
gramas académicos que involucren el estudio de las Matemadticas y la Fisica.

La unidad 3 desarrolla el enfoque preferido de estudio de los vectores y sus
operaciones: el enfoque cartesiano. Los vectores se refieren a el plano cartesiano,
R?, 0 al espacio cartesiano,R? , y su estudio es mas de carécter algebraico, lo que
lleva a su preferencia.

La unidad 4 asume el estudio del problema fundamental de la Mecénica
Newtoniana, el movimiento de particulas, a través de vectores que varian en el
tiempo. Alli se analizan los movimientos en una, dos y tres dimensiones y se
resalta la importancia de la segunda ley de Newton, pues por algo se le dice la
ley de movimiento.

En la unidad 5 y la unidad 6 se estudian los campos escalares y los campos
vectoriales con sus respectivos operadores, gradiente, divergencia, rotacional y
laplaciano, los que permiten clasificar dichos campos.

También se desarrollan en los apéndices tematicas que tienen un trasfondo
histérico, pues siempre he creido que la historia de la ciencia, y en este caso de la
Fisica, es una herramienta fundamental para la ensefianza de la Fisica en cuanto
que permite atraer la atencién del estudiante y generar con ello el interés por el
estudio de la Fisica.

En otros apéndices se desarrollan temadticas que en su momento hicieron
parte del programa oficial del espacio académico de Métodos Matematicos para
la Fisica, pero que, con las diversas reformas curriculares hechas al plan de
estudio de la licenciatura en los procesos de acreditaciéon de alta calidad, fueron
quedando relegadas. Por su importancia no he querido dejarlas de lado y las
he recogido como apéndices tanto en estas notas de clase como en otras que he
desarrollado.



Como el espacio académico que ha generado estas notas de clase es el de
Métodos Matemaiticos para la Fisica perteneciente al area de Fisica de la licen-
ciatura, se ha hecho el esfuerzo por desarrollar los elementos de anélisis vecto-
rial, aqui tratados, desde la Fisica.

Esperanzado con que estas notas de clase sean de ayuda a muchas genera-
ciones de estudiantes, no solo de la Universidad de la Amazonia, sino de otras
instituciones universitarias y con el dolor por la desaparicion la Licenciatura en
Matematicas y Fisica de la Universidad de la Amazonia, no queda mds que
agradecer, primero a todos mis estudiantes que en estos treinta y tres afios de
vinculacién con la universidad fueron, en dltima instancia los motivadores y
correctores de estas notas de clase.

Agradecer a la Universidad de la Amazonia, institucién que me permitio, a
través de su facultad de educacién y el programa de Licenciatura en Matematicas
y Fisica, desarrollar mi profesién como docente.

J.H. O. B.
2022
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UNIDAD 1

VECTORES LIBRES

1.1. ;Por qué estudiar vectores libres?

Muchas de las leyes de la fisica son de cardcter vectorial.

Por ejemplo:

1.1.1. Ley de conservacién del momento lineal

Esta ley establece que, si sobre un sistema la suma de las fuerzas aplicadas
sobre él es cero, entonces el momento lineal (cantidad de movimiento, p) del
sistema permanece constante, es decir, se conserva en el tiempo.

= = dp =
Si ;Fi:O:Ezo (1.1)
Es decir:
P = constante (1.2)

1
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el
Il
3
S

1.1.2. Ley de conservacién del momento lineal

Igual sucede con el principio de conservacion del momento angular:

i

Es decir:

E = constante

Donde L es el momento angular y 7 el torque 0 momento de torsion.

L=7xp
y
T=7xF

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Puesto que las leyes de la fisica son de caracter universal, es decir, deben ser
validas (en principio) para cualquier regién del espacio, entonces deben poder
expresarse mediante vectores que puedan trasladarse libremente en el espacio
manteniendo invariable su magnitud, direccién y sentido, es decir, deben expre-

sarse mediante vectores libres.

Por tanto:



1.1. ;POR QUE ESTUDIAR VECTORES LIBRES? 3

Un vector libre es aquel que estd totalmente especificado mediante su
magnitud, su direccion y su sentido, sin que sea necesario indicar un punto de
aplicacion o un origen en particular.

Punto final
feabega)
g

=

feola)

Figura 1.1: Vector libre

Vector: Segmento de recta dirigido.

Magnitud: Esta representada por la longitud del segmento.

Se escribe: ‘A" 0 en algunos casos simplemente A.

-

Por ejemplo: ‘A‘ =50A=5

iNo se permite! A=5

La magnitud de un vector no puede ser negativa.

>0 (1.8)

Direccion: «
Sentido: Noreste

Como un vector es un segmento dirigido entonces tiene un punto de inicio
y un punto final. Coloquialmente, se suele referir al punto de inicio del vector
como la cola y al punto final como la cabeza. Eso no quita o aumenta nada, y
mds bien favorece la memorizacion y comprension por parte del estudiante.
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1.2. Suma de vectores libres

1.2.1. Método del paralelogramo o método del tridngulo

El método del paralelogramo para sumar vectores fue establecido por Sir
Isaac Newton (1642(43)-1727) en su libro Principios Matematicos de la Filosofia
Natural, conocido popularmente como Los Principia, por su titulo en latin.

Un cuerpo recorre la diagonal de un paralelogramo bajo dos fuerzas conjuntas
en el mismo tiempo en que los dos lados bajo las dos acciones por separado.

*Diagonal Principal

Figura 1.2: Método del paralelogramo para la suma de vectores libres.

Segtin la figura 1.2, para sumar dos vectores A + B (la fuerza es una cantidad
vectorial) se unen los vectores por sus colas, se completa el paralelogramo y la
diagonal principal es el vector suma A + B.

En procura de una mejor compresion por parte del estudiante se suele re-
emplazar el método del paralelogramo por su equivalente método del tridngulo,
pues es frecuente que al estudiante se le dificulte identificar la diagonal princi-
pal (y por supuesto la diagonal secundaria, la cual corresponde a la resta de los
vectores) y darle la correspondiente direccién.



1.2. SUMA DE VECTORES LIBRES 5

f“rr{rrzﬂ fibre

Cola libre +._/

Figura 1.3: El método del tridngulo para la suma de vectores libres.

Segtn la figura 1.3, en el método del tridngulo para sumar vectores, sobre la
cabeza del primer vector ( A, por ejemplo) se coloca la cola del otro vector B y

el vector suma (A + §) se traza desde la cola libre hacia la cabeza libre.

Y, la magnitud [A + §] , del vector suma ;Cémo se obtiene? Para ello consi-
deremos las cuatro posiciones posibles de los dos vectores.

1. Vectores paralelos. 2. Vectores
A antiparalelos.
— . ﬁ
B -
A _ B 5
. A A+B
A+B B

Figura 1.4: Suma de vectores paralelos y vectores antiparalelos.
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3. Vectores 4. Vectores
Perpendiculares. Formando cualquier angulo.
A — . A
B —~
= B
B —
£ t & ; B
A < Al @ »
A+B = =
A+ B

Figura 1.5: Suma de vectores perpendiculares y vectores formando un
angulo cualquiera.

Se supone que ‘A

En la situacién 1, donde los dos vectores tienen la misma direccién, es facil
observar que si se sigue el método del tridngulo se tiene:

]A+ﬂ:kﬂ+ (1.9)

A+ﬂ:3+4:7 (1.10)

En la situacién 2, los dos vectores tienen direcciones opuestas, entonces:

A

T3l

M+

—ﬁ’ (1.11)

‘A+ﬂ:4—3:1 (1.12)

En la situacién 3, donde los vectores son perpendiculares, se obtiene un
triangulo rectangulo donde el vector suma es la hipotenusa y para encontrar
su valor se aplica el teorema de Pitdgoras.
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A+ 8] = \/[4] + 8] (1.13)
[A+B] =3+ @ (1.14)
[A’ + B’] -5 (1.15)

Y, en la situacién 4, donde los vectores forman un angulo &, agudo (menor
de 90°) u obtuso (mayor de 90°), se debe aplicar el teorema del coseno.

- o 12 |2 Sl | =
‘A—FB):\/‘A‘ +‘B’ —Z‘AHB‘cosa (1.16)

‘A + B" = /(32 + (4 —2(3) (4) cosar (1.17)

El valor exacto depende, obviamente, del valor del angulo «.

Como en todas las cuatro situaciones hemos aplicado el método del tridngulo
(unir cabeza con cola y trazar el vector suma desde la cola libre hasta la cabeza
libre), pero numéricamente hemos obtenido la magnitud del vector suma de
cuatro formas diferentes, entonces debemos concluir que ¢para sumar vectores
se tiene un solo método grifico y cuatro métodos numéricos? Veamos.

< . . T .
(Serad que en la situacién 3 donde &« = o se puede aplicar el Teorema del
coseno? Veamos.

S o =12 |2 S >
‘A+B‘:\/‘A’ +)B’ —Z’AHA‘cosa (1.18)

7T

. (1.19)

)A’+1§) = \/(3)2+ (4)> —2(3) |4| cos
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= /(32 + (4)° (1.20)

=5 (1.21)

T .y .
Pues cos 5= 0. ;Es que el teorema de Pitdgoras es un caso particular del
teorema del coseno!

.Y en la situacién 1, donde los vectores son paralelos?

A+ = |4 +|8[" ~2|] 4] cosa 122)
A+B|=1/(3)+(4)>—2(3) |4 cos 7t (1.23)
A+8 =y
‘A‘Hﬂ = \/(3)2 +(4)*+2(3) (4) (1.24)
Pues cos 1 = —1.

Recordando que (a 4 b)? = (a)* 4 2ab + (b)?, se tiene que:

(A’+B’( = /(3 +4)? (1.25)

=7 (1.26)

Es que se puede imaginar la disposicion de los vectores A B y A+ Bdela
situacién 1, como un tridngulo que alguien ha pisado y por lo tanto se le puede
aplicar el teorema del coseno teniendo en cuenta que los vectores A y B unidos
por la cola forman un dngulo de 180°. Figura 1.6.
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s == 3
yﬁl\ AANE A T g e

4 + |B| 4] + ] 4| +B| 4| +|B|

Figura 1.6: Ejercicio mental, pensar la situacién 1 como si alguien pisara
el triangulo.

Queda para usted, sefior lector, mostrar que en la situaciéon 2 también es
posible aplicar el Teorema del coseno.

Por tanto:

Conclusion

Solo hay un método grifico (el del paralelogramo o tridngulo) y un solo
método analitico (teorema del coseno) para sumar vectores libres.

El método del paralelogramo (o del tridngulo) consiste en unir los vectores a
sumar cabeza con cola y el vector suma se dirige desde la cola libre a la cabeza
libre.

La magnitud del vector suma se obtiene mediante el teorema del coseno.

La direccion del vector suma se obtiene desde las direcciones de los vectores a
sumar, aplicando los conocimientos geométricos y trigonométricos que se
tienen.

1.2.2. Propiedades de la suma de vectores

La suma de vectores libres cumple las mismas propiedades que la suma de
niimeros reales.

1. Clausurativa. La suma de dos vectores del mismo espacio da otro vector de
dicho espacio. Por decir: Si sumo dos vectores del plano, (R?), se obtiene
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un vector del plano. Lo mismo puede decirse para vectores del espacio,
R®.

2. Modulativa. Para todo espacio vectorial existe el vector cero, <6>, tal que

sumado con cualquier otro vector del mismo espacio, este dltimo no se
modifica. A+0=A

3. Conmutativa. El orden de los sumandos no altera el resultado.
A4+B=B+A

4. Inverso aditivo. Para todo vector de un espacio vectorial existe otro vector
del mismo espacio, tal que al sumarlos el resultado es cero. Dicho vector se

llama el vector inverso aditivo del primero. {‘v’ﬁ, 3— AIA + (—K) = 6}
El inverso aditivo de un vector se obtiene rotando 180° el vector.

5. Asociativa. Para sumar mas de dos vectores se debe asociar de dos en dos.
Es decir, que la suma de vectores es una operaciéon binaria. A+ B+ C = (A + B) + C.

1.2.3. El mal llamado método del poligono.

Considérese los vectores de la figura 1.7 para sumar.

Utilizando la propiedad asociativa de la suma de vectores se tiene:

A

Figura 1.7: Suma de tres vectores libres
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w1 =)
Ja
=]

il

Figura 1.8: Aplicando la propiedad asociativa de la suma de vectores li-
bres

Si obviamos el paso intermedio se tiene:

AN

Figura 1.9: El poligono

Obviamente se obtiene un poligono, pero no es ningtin método. Es la aplica-
cién de la propiedad asociativa de la suma de vectores libres. La magnitud del
vector suma se obtiene, analiticamente, con la aplicaciéon del teorema del coseno
cuantas veces se requiera.

1.2.4. Ejemplo

Una persona realiza los siguientes desplazamientos; 10m al noroeste, 20m
con direccién 30° al noreste y 35m al sur. ;Cudl fue su desplazamiento total?

Solucion Grifica



12 UNIDAD 1. VECTORES LIBRES

Nota: El grifico 1.10 no estd hecho a escala.

‘A" — 10m ’B‘ — 20m ‘6‘ — 35m

R la resultante

N
i
5 30°
A .
w457 ¢ E
R

Figura 1.10: Solucién gréfica Ejemplo 1.2.4

Soluciéon Analitica

Por ley asociativa se puede hacer la suma A+ B, suma que se llamara R;.
Figura 1.11.
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Figura 1.11: Suma del vector A y el vector B

Para aplicar el teorema del coseno necesitamos el &ngulo B el cual claramente
es de 75°. Entonces:

Ry = \/‘A‘ T ’B’ —2]A‘ ‘B‘cos75°

Ry = /102 4202 — 2(10) (20) (0,26)

Ry =19,9m

Para direccionar R; se hallar4 el angulo a. Por la ley del seno en el triangulo
OMN, se tiene:
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‘E ‘ sin 8
sing = ——
Rq
. (20)(0,97)
sin @ = 19.9
sing = 0,97
¢ =tan"10,97
¢ =1759°
Por tanto:
w="1 — (759° — 45°)
2
a =59,1°

Ahora, sumando R; con C, tenemos:
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Figura 1.12: Suma del vector resultante 1 con el vector C

En el triangulo QOP de la figura 1.12, el 4ngulo u es:

u=309°

Nuevamente el teorema del coseno:

— — 2 - - —
B| = yJ|&a[ + |e2] ~2[ ] ¢ coss

‘ﬁ( = /(199)% + (35)> — 2(19,9) (35) c0s 30,9°

]R) — /396 | 1225 — 1197,87

15
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| =20,6m
Segun el triangulo QOP:

0OQ = OPcos«

0Q = 19,9 cos 59,1°

0Q =10,2m
Por tanto:
0Q
_ 1Y%
T = Cos R
T =60,3°

w =90° —60,3° =29,7°

Es decir que el desplazamiento total de la persona fue de 20,6m en direccion
60,3° por debajo del este, o utilizando la convencion para direccionar vectores,
su direccion final fue de S29,7°E.
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1.2.5. Convenio para la orientacion de un vector con los
puntos cardinales

~l

N
) Noreste

Norte del oeste | n, tofiel este
Noroeste

Oeste del norte Este del norte

W B E
Oeste del sur . Este del sur
Suroeste

Sur del este  Sureste
Sur del oeste | §

Figura 1.13: Convenio para la orientacién de un vector con los puntos
cardinales

1.2.6. La resta de vectores libres.

La resta de vectores libres se resuelve de forma similar a como se resuelve
la resta en los nimeros reales, aprovechando la existencia del inverso aditivo:
mediante la suma. Es decir, al primer vector se le suma el inverso aditivo del
segundo vector. (Es bueno recordar que la resta como operacion, solo existe en los
ntimeros naturales, los cuales no tiene inverso aditivo).

Es decir:
A-B=A+ (—E) (1.27)

Por ejemplo; sean los vectores A y B de la figura 1.14, encontrar graficamente
el vector A — B.
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—A4
B

Figura 1.14: Vectores Ay B

Para ello construimos el vector —B y se lo sumamos al vector A. Figura 1.15.

A-B=A+(-B) -

A

Figura 1.15: La resta de vectores libres

1.2.7. La importancia de respetar el caracter vectorial de
las cantidades

Considérese la siguiente situacion.

Una pelota golpea una pared vertical con una velocidad de 5 y rebota en direccion
completamente opuesta con una velocidad de 5. ;La pelota fue acelerada durante el
choque con la pared? En caso afirmativo de ;cudnto fue la aceleracion? (Las unidades no
importan y la negrilla en la palabra velocidad es porque asi suele encontrarse en muchos
enunciados en los textos). Figura 1.16
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l?i=5.
|
1?"=5

Figura 1.16: Cuando no se tiene en cuenta el caracter vectorial de la velo-
cidad

Puesto que la aceleracion se define como la velocidad final menos la veloci-
dad inicial dividida por el tiempo, obviamente la pelota no fue acelerada durante
el choque, pues:

_ U (1.28)

a="—""=0 (1.29)

Pero si la situacién es segtn la figura 1.17:

|ﬁ|=5

o_,

+

9l =5
Figura 1.17: Cuando se tiene en cuenta que la velocidad es un vector

Entonces:

(1.30)
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-_—
v;- Vr =V

Figura 1.18: Restando los vectores velocidad

Lo que significa que la pelota si fue acelerada durante el choque, con una
aceleracion dirigida hacia la izquierda y magnitud:

a==— (1.31)

De otra forma ;Cémo explicar que después de tener velocidad cero en el
momento de contacto con la pared, la pelota se devolviera?

Si no fuera una pelota sino una onda, las cuales no se aceleran, ;Cémo se
explica la situaciéon?

1.2.8. iPara tener en cuenta!

En el ejemplo 1.3.3 el dngulo 7, el cual se necesita para hallar la direccién del
vector R, también se puede encontrar mediante el teorema del seno hallando el
angulo 6 = « + 7. Figura 1.19.
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L
sng ~ sinp (1.32)
’(_f ’ sin u
sinf = - (1.33)
A
sin ) = 35521320’9 (1.34)
sinf = 0,87 (1.35)
0 =sin~10,87 (1.36)
0 = 60,4° (1.37)

Pero, aunque la gréfica no estd construida a escala, es obvio que el dngulo
0 es mayor de 90°. ;Y, aqui es donde hay que tener cuidado! Las calculadoras
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trabajan con funciones; por tanto, para que la funcién seno tenga funcién inversa,
hay que restringirla al primer cuadrante, es decir, 0° < 6 < 90° . Por tanto, la
calculadora esta dando el dangulo entre 0° y 90° que tiene seno igual a 0,87, pero
se necesita el dngulo que sea mayor 90° < 6 < 180°.

Dicho angulo es 119,6°. Ese es el verdadero valor de 0.

Asi:
T =119,6° — 59,1° = 60,5° (1.38)

O bien;

w = 90° — 60,5° = 29,5° (1.39)

iEs que la calculadora no puede hacerlo todo sola! Interpretar sus resultados
es parte del manejo de ella.

Figura 1.20: Lo que se tiene que tener en cuenta para el cdlculo del dngulo
w
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Taller 1

1. De las magnitudes dadas a continuacién indicar las de caracter escalar y
las de caracter vectorial.

a) Peso

b) Calor

c) Calor especifico
d) Impetu

e) Densidad

f) Energia

g) Volumen

h) Distancia

i) Potencia

j) Intensidad del campo magnético
2. Representar gréficamente.

a) Un desplazamiento de 10km en la direccién Este 30° Norte.

b) Un desplazamiento de 15km en la direccién Norte 30° Este.

3. Hallar las componentes del vector @, si || = 10 y forma un angulo de 60°
con el eje positivo de las X.

4. Un automovil recorre 3km hacia el norte y luego 5km hacia el noreste.
Hallar el desplazamiento resultante grafica y analiticamente.

5. Hallar, gréfica y analiticamente, la suma o resultante de los siguientes des-

plazamientos:

A, 10m, Noroeste. E, 20m, Este 30° Norte. é, 35m, Sur.

6. Un avion se mueve en la direccién y sentido del Noroeste a una rapidez,

km
relativa a la tierra, de 250—h debido a la existencia de un viento hacia
r

el Oeste con una rapidez de SOW' relativa a la tierra. Hallar la rapidez,

direccién y sentido del vector velocidad que llevaria el avién si no hubiese
viento.



24 UNIDAD 1. VECTORES LIBRES

7. Un sélido de 100N de peso pende del centro de una cuerda como lo mues-
tra la figura. Hallar la tensién T en la cuerda.

Figura 1.21: Peso w colgando de dos cuerdas.

8. Sobre un sélido puntual P acttan tres fuerzas coplanarias, tal que ‘Zf ‘ = 250N,

)E ‘ = 150N y |@| = 100N. Hallar la fuerza que es necesario aplicar en P

para mantener en reposo el sélido.

Figura 1.22: Fuerzas coplanares actuando sobre el cuerpo P

9. En cada vértice de un cuadrado hay una particula con carga q. En el centro
del cuadrado esta fija una carga puntual de signo contrario, de valor Q.
¢Cudl debe ser el valor de Q para que la fuerza total sobre cada una de las
cuatro particulas sea nula?

10. Tres cargas positivas A, By C de 3 X 107%,2 x 107% y 2 x 10~¢ Coulomb
respectivamente, estdn localizadas en los vértices de un tridngulo equiléte-
ro de lado 0,2m.

a) Hallar, en Newton, el médulo de la fuerza sobre cada carga.
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b) Hallar, en Newton/Coulomb, el médulo del campo eléctrico en el
centro del triangulo.
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UNIDAD 1. VECTORES LIBRES



UNIDAD 2

PRODUCTOS DE VECTORES
LIBRES

2.1. Producto de un vector por un escalar

Nota: En las presentes notas de clase las cantidades escalares estaran restrin-
gidas a los ntimeros reales.

2.1.1. El escalar es un namero real positivo.

Al multiplicar un vector por un escalar positivo se obtiene un vector de igual
direccién y sentido, pero cuya magnitud equivale a la magnitud del vector ori-
ginal modificada tantas veces como el escalar lo indique.

«A = B tal que ‘B" =

A" 2.1)

Ejemplo

Seaw =3y ‘[f) = 5. Figura 2.1

27
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8] = |o4]
- a4
(E‘ — |3/ (5) = 15

2.1.2. El escalar es un real negativo.

Al multiplicar un vector por un escalar negativo, se obtiene un vector rotado
un dngulo de 180°, cuya magnitud equivale a la magnitud del vector original
modificada tantas veces como el valor absoluto del escalar lo indique. Gréfica
22.

Ejemplo

Seaa:—Sy‘A":S.
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Figura 2.2: El vector A multiplicado por el escalar —3

B| = [nd]
3| = 1« [4]
B = 1-31(5)
B = (3)(5)=15
2.1.3. El escalar es el cero.
Si & = 0, entonces:
LR
-4
Por tanto:
B=0 22)
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Nota: Obviamente el escalar puede ser un ntimero fraccionario, es decir, un
real racional, 3/ por ejemplo.

Pero también puede ser un real Irracional, /2 por ejemplo.

2.2. Producto escalar o producto punto.

El producto escalar o producto punto es aquel donde se operan dos vectores
mediante la operaciéon producto escalar y se obtiene un escalar. El operador
producto escalar o producto punto es o.

La operacién A o B se lee: A producto escalar con B, 0 A producto punto
con B. Se recomienda hacer visible el operador cuando se escriba a mano, y si
se escribe en un editor de ecuaciones no confundir el operador producto punto
con otros simbolos semejantes como el de grados (visite el editor de ecuaciones
de Word, por ejemplo).

Definicién.
El producto escalar o producto punto se define como:
Aogz‘ﬁ“g‘cosa (2.3)

Donde los vectores A y B se posicionan como se muestra en la figura 2.3.

Figura 2.3: Posicién de los vectores para determinar el &ngulo en el pro-
ducto punto
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Ejemplo

Sea ‘Zf‘ =7,

E‘ =9, x = 60°. Hallar A o B.

AoB= A"

B’cosoc

AoB = (7)(9)cos60°

¢ Qué direccion tiene el producto A o B? jPues ninguno, porque el producto
A o B es un escalar!

2.3. Proyeccion de un vector sobre otro vector

Como se puede observar en el ejemplo:
AoB=BoA (2.4)

El producto escalar o producto punto de dos vectores es una operacion
CONMUTATIVA.
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A

a

—

P,z B

Figura 2.4: El vector proyeccién del vector A sobre el vector B

El producto punto, o producto escalar, entre vectores permite hallar la pro-
yeccién de un vector sobre otro vector.

En la figura 2.4 se ha proyectado el vector A sobre el vector B (en realidad una
proyecc1on a 90°), obtemendose el vector PAB, el cual se llama vector proyeccion
del vector A sobre el vector B.

|

Pp B

Figura 2.5: Proyecciéon del vector A sobre el vector B

La magmtud del vector PAB, |Pag| 0 simplemente Pag, se llama la proyeccion
del vector A sobre el vector B,y se representa simplemente con el segmento de
recta equivalente. Figura 2.5.
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A

a
= B
B Pyp

Figura 2.6: Vector unitario B construido sobre el vector B para hallar la
proyeccion del vector A sobre el vector B

Para calcular la proyeccion del vector A sobre el vector B, construyamos el
vector unitario B, ver la tigura 2.6, y realicemos el producto A o B.

Aoﬁz’A“B’cosa (2.5)

AoB= )/T‘cosoc (2.6)

Por trigonometria se tiene:

cosux = PL;B (2.7)
4
Pag = ‘A) cosw (2.8)

Por ley transitiva, se tiene que:

Pap=AoB (2.9)

Por tanto:
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Para hallar la proyeccion de un vector sobre otro vector, se construye el
vector unitario del vector sobre el cual se va a proyectar y se realiza el pro-
ducto punto o escalar entre el vector que se va a proyectar y el vector unitario
construido.

Para proyectar el vector B sobre el vector A, se debe construir el vector A y
realizar el producto escalar, o producto punto, con el vector B.

Pap=BoA (2.10)

B
Figura 2.7: Proyeccion del vector B sobre el vector A

Es bueno observar que para proyectar el vector B sobre el vector A, toca
prolongar el vector A y sobre dicha prolongacién construir la proyeccién del
vector B sobre el vector A.

Obsérvese que la proyeccion del vector A sobre el vector B, también puede
escribirse como:

N}
(@]
vl

Pp = 2.11)

3

Pues un vector unitario se construye dividiendo el vector por su magnitud.



2.3. PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO VECTOR

Ejemplo.

Sea ‘Zf‘ =35,

ﬁ‘:7ya:30°

[

Pag = Ao

o]

Pag = (5) (1) cos —

Pap = ——

35

Vale la pena resaltar que, para hallar la proyeccién de un vector sobre otro
vector, los dos vectores deben estar unidos por sus colas o puntos iniciales. Fi-

gura 2.8.
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1\ _, 1
1\A 4
AN N S
Pap Pyp
A/
a: A B
Pig B Pap
A B

Figura 2.8: Proyeccion de vectores en diversas posiciones.

2.4. El concepto de trabajo como producto esca-
lar.

En fisica, el concepto de trabajo se define como:

r —
W:/zFod? 2.12)
n

Cuando un sistema fisico (una particula, por ejemplo) se traslada desde un
punto r; hasta un punto r,, dentro de un campo de fuerzas F. Dicho campo
puede ser el campo gravitacional terrestre dentro del cual vivimos. Su unidad de
medida es el Joules en el sistema internacional (M. K. S. ampliado) de medidas,
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o el ergio en el sistema C. G. S.

2
1joules = 1Kg:;2

1joules = 1Newton m

2

cm

lergio = 1gr—
ergio = 1gr 532

lergio = 1dinacm

10~4m?
sg?

lergio = 10 °Kg

Lergio = 10~ joules

37

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)

La integral de trabajo puede reescribirse aplicando la definicién del producto

escalar como:

n
W = / F cos adr
1

(2.19)

Si la magnitud de la fuerza (F) y su direccién («) respecto a la trayecto-
ria de integracién, permanecen constantes, es decir, si el vector F es constante,

entonces:

ry
W:F/ dr
T

1

W = Frcosua

(2.20)

(2.21)
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W=Fof? (2.22)

Donde 7 es el vector desplazamiento 7 = 7, — 7.

Es decir que, para una fuerza constante, el trabajo realizado sobre un sistema
fisico queda definido como el producto escalar de la fuerza por el desplazamien-
to.

En la situaciéon presentada en la figura 2.9 y segiin el método para sumar
vectores, el vector fuerza (F ) puede representarse como la suma de un vector

fuerza paralelo al desplazamiento del bloque (fp) y un vector fuerza perpendi-

cular o normal (1_5,,) al desplazamiento.

F Fy
(14 Fp

m ' m
AL -
Figura 2.9: Esquema para calcular el trabajo realizado por la fuerza F
sobre el sistema m

=il

De

W=Fof? (2.23)

Se puede observar que solamente la fuerza paralela al desplazamiento (fp)
hace trabajo diferente a cero, pues para la fuerza normal al desplazamiento (1_-“;,)

el angulo vale % y cos % =0.

Se puede concluir que:
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Solo aquellas fuerzas paralelas al desplazamiento del sistema fisico hacen
trabajo sobre el sistema.

Y, jentonces como explicar el que al levantar una carga desde el suelo al
hombro y caminar con ella sobre una superficie plana durante un buen
tiempo, al cabo de ello usted se encuentre sudoroso y cansado si segtin lo
dicho las tinicas fuerzas que realizan trabajo son las paralelas al desplaza-
miento?

La pregunta anterior implica que para hablar del trabajo hecho sobre un
sistema (o el trabajo hecho por el sistema), el sistema debe estar bien defi-
nido.

Cuando la fuerza no es constante en magnitud, pero el angulo entre la fuerza
y la trayectoria permanece constante y es conocido, el cdlculo de la integral de
trabajo es relativamente sencilla En la mayoria de los casos se dice que el campo
de fuerzas es conservativo. (Mds adelante se hablaré de ello).

Ejemplo

Una sonda interplanetaria es atraida por el sol con una fuerza dada por:

1,3 x 105 _
—F 7

F=
2

donde r es la distancia que separa a la sonda del sol. Determine el trabajo
hecho por el sol sobre la sonda cuando su separaciéon cambia de 1,5 X 10M'm a
2,3 X 10"m. Figura 2.10.
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, »

|

|
.
=4

Figura 2.10: Sonda interplanetaria para el ejemplo.

r2 _,
W:/ Fodr
n

s

W=13x102 [ L oar
15} 72

W =13 x 102 /Z'SXNH dr

- 1,5x10M1 7’2

W =13 x10% [_1} P

’ T 115%x101

1 1
_ 23 B
W=13x10 (2,3 x 1011 <1,5 > 1011>>

W = (—0,56 % 10'2 + 0,86 x 1012)

W = 0,31 x 10'? Joules

Si utilizamos el teorema del trabajo y la energfa:

W= —-AlU

Entonces el cambio en la energia potencial de la sonda espacial es:
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AU = 0,31 x 10" Joules

Y en general:

)
AUz——/ZT
Jri T

Las constantes se han omitido.

En algunos casos la evaluacién de la integral de trabajo se complica o no se
tienen los elementos suficientes para calcularla; pero si el campo de fuerzas es
conservativo entonces se puede recurrir al, ya mencionado, teorema de trabajo
y energia para calcular el trabajo.

Ejemplo

Batman, cuya masa es de 80,0Kg, estd colgando del extremo libre de una
cuerda de 12m de longitud, mientras que el otro extremo esta fijado a la rama
de un arbol. Figura 2.11. El es capaz de hacer que la cuerda se balancee, como
solo Batman lo sabe hacer, para que, con el tiempo conseguir que la cuerda gire
lo suficiente y él pueda llegar a una cornisa, cuando la cuerda haga un angulo
de 60° con la vertical. ;Cudnto trabajo ha hecho la fuerza gravitacional sobre
Batman en esta maniobra?
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Figura 2.11: Batman para el ejemplo

Por el teorema de trabajo y energia:

W =AU

Pero:

AU = mpgh —0

Suponiendo el nivel cero de energia en el extremo inferior de la cuerda.

W = mpg (L — Lcosw)

W = (80,0Kg) (9,8%) (12m — 12.cos 60°)

W = 4704]oules (2.24)
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2.4.1. El campo gravitacional un Campo vectorial conser-
vativo

Considere dos personas A y B que suben una carga tres escalones. A, la sube
por las escaleras mientras que B utiliza un mecanismo de polea. ;Cémo son los
trabajos realizados? Figura 2.12.

Figura 2.12: Esquema para mostrar que el campo gravitacional es un cam-
po conservativo

Trabajo realizado por A. A, realiza cuatro trabajos.

Trabajo 1. A, desliza la masa m por la superficie del primer escalén la distancia
x para dejarlo listo y subirlo al segundo escalén. Como la fuerza que acttia
es la del peso de la carga (se supone que no hay rozamiento), entonces:

W1 = mg’oa_c'
Wi = mgxcosg

W; =0
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Trabajo 2. A, eleva la carga una altura y (la altura del escalén) y, por tanto:

Wa = mgoy
Wy = mgy cos 7t
Wp = —mgy

Trabajo 3. A, realiza, en el segundo escalén, la misma accién que realizé en el
primer escalén y, por tanto:

W3 =0
Trabajo 4. Para elevar la carga al escalon tres, A realiza igual trabajo al que
realiz6 para subir la carga al segundo escalén, por tanto:

Wy = —mgy

El trabajo realizado por A, es:

Wr = W1 + W + W3 + Wy

Wra = —2mgy
trabajo realizado por B. B, realiza dos trabajos.

Trabajo 1. B, eleva la carga desde el primer escalon hasta la altura del tercer
escalén mediante la cuerda y la polea. Es decir que B, eleva la carga una
altura 2y, por tanto:

Wi = mg o (2y)
Wi = 2mgy cos 7t

W1 = —2mgy
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Trabajo 2. B, lleva la carga en forma horizontal desde la polea hasta el escalon
tres (El como pasa la carga por la polea se le preguntard a alguien que
sepa), de tal manera que:

Wl = mg’o (23_5)
Wi = 2mgx cosg
Wi =0

Por tanto:

Wrp = —2mgy

Como se ve, el trabajo realizado por A es igual al trabajo realizado por B. Es
decir que, el trabajo realizado por el campo vectorial gravitacional es indepen-
diente de la trayectoria por donde se realice. Se dice, por tanto, que el campo
vectorial gravitacional es un campo vectorial conservativo.

Es decir:

ro N N
/ F od7 = W,, — W,,, F es conservativo (2.25)
1

Obsérvese que si la carga se subiera tal como lo hace A, pero se baja por la
polea entonces el trabajo total es cero puesto que, al bajar la carga, la fuerza y la
trayectoria tienen la misma direccién y por tanto ese trabajo se vuelve positivo.

Es decir:

Trabajo de subida por los escalones:

Ws = Wra = —2mgy

trabajo de bajada por la polea:

WB = _WTB = ngy
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Trabajo total:
Wr = W, + Wp

Wr = —2mgy + 2mgy
Wr =0

Como subir por la escalera la carga y bajarla por la polea es desplazar la carga
por una trayectoria cerrada dentro del campo vectorial, entonces se puede decir
que:

Si el trabajo realizado al desplazar un sistema por una trayectoria cerrada
dentro de un campo vectorial es cero, entonces se dice que el campo vectorial es
conservativo.

j{ Fodf =0 = F es conservativo.

En fisica, afortunadamente, los campos vectoriales de interés son conservati-
vos. Ademads, a un campo vectorial conservativo se le puede asociar un campo
escalar, llamado el potencial, o energia potencial. Asi, por ejemplo, los siguientes
campos vectoriales son conservativos y por tanto, tiene su campo de potencial o
de energia potencial:

Campo electroestatico

E=kDPs (2.26)
Energia potencial electroestatica
Up = —kqlrﬂ (2.27)
Campo gravitacional
F = -cM2p (2.28)
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Energia potencial gravitacional

U, = —Gmlrm2 (2.29)
Campo de Hooke o, campo elastico
Fr = —KX (2.30)
Energia potencial eldstica
1
Up = —Esz (2.31)

La relacion entre el campo vectorial conservativo y su potencial escalar, esta
mediado por el operador gradiente (V), de tal forma que;

-VU=F (2.32)

El operador gradiente esta definido como:

2.5. Producto vectorial o producto cruz

El producto vectorial o producto cruz es aquel donde se operan dos vecto-
res mediante la operacion producto vectorial o producto cruz y se obtiene otro
vector. El operador producto vectorial o producto cruz es X.

La operacion A X B se lee A vectorialmente §, 0 A cruz B.

Definicion:

El producto vectorial o producto cruz entre el vector A y el vector B se define
como:
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B Magnitud: ‘A X B" = ’A‘ ’E’sinoc
AxXB= (2.33)

Direccién: Ley de la mano derecha

Donde los vectores deben estar posicionados como se muestra en la figura
2.13

—

A

e
B

Figura 2.13: Posicién de los vectores para determinar el 4&ngulo en el pro-
ducto vectorial

2.5.1. Laley de la mano derecha

Para direccionar el vector A X B se utiliza la ley de la mano derecha, la cual
establece que el dedo indice de la mano derecha debe sefalar en la direccién del
primer vector, A en la figura 2.13, mientras que el dedo del corazén de la misma
mano, debe sefialar en la direccién del segundo vector, B segtn la figura 2.13. El
vector A X B lo determina el dedo pulgar de la mano derecha, obviamente. En
la figura 2.14 se muestra el posicionamiento de los dedos de la mano derecha.
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AXB

|

—t

B

Figura 2.14: La ley de la mano derecha para A x B

Si se hace el producto B x Zf, entonces el dedo indice debe senalar en la
direccion del vector B mientras que el dedo del corazén debe sefialar en la di-
reccién del vector A y el vector B x A estaréa direccionado por el dedo pulgar.
Figura 2.15.

—_— —i

BxA

Figura 2.15: La ley de la mano derecha para B x A
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2.5.2. Otras versiones de la ley de 1a mano derecha

Existen versiones alternativas de la ley de la mano derecha que facilitan el
trabajo para quienes tienen dificultades en los giros que se deben hacer a la mano
derecha segtin lo requiera la situacion.

La ley de la mano derecha utilizando los dedos palmares (indice, co-
razén, anular y mefiique) y el dedo pulgar de la mano derecha

Para realizar el producto vectorial A X B mediante esta version de la mano
derecha, se procede de la siguiente manera: los cuatro dedos que hemos llamado
palmares se colocan en la direccién del primer vector, A en este caso, los cuales
se enrollan hacia el segundo vector, ﬁ, se estira el dedo pulgar el cual nos dara
la direccion del vector A x B. Figuras 2.16 y 2.17.

Figura 2.16: La ley de la mano derecha utilizando los dedos palmares
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Figura 2.17: El dedo pulgar sefiala el producto vectorial entre A y B

Ley de la mano derecha utilizando un tornillo de rosca derecha.

Un tornillo de rosca a derecha es aquel que al girarlo en el sentido contrario
a las manecillas del reloj desenroscan, los de rosca a izquierda son los que con
el mismo movimiento enroscan; son los llamados tornillos de seguridad; puede
encontrar uno en el conector en los cilindros de gas.

Para hacer el producto A x B, se coloca la cabeza del tornillo sobre el plano
definido por los dos vectores y en la unién de las colas de los vectores el tornillo.
Se hace girar el tornillo en la direccién del primer vector, A en nuestro caso,
hacia el segundo vector, E, y la direccién en que avance la rosca del tornillo sera
la direccién del vector A x B. Figura 2.18.
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Figura 2.18: Producto vectorial utilizando un tornillo de rosca derecha

2.5.3. Visualizacién de producto vectorial o producto cruz
en el plano de una hoja, del tablero o pantalla

=
b
=)

a,

=l

BxA

Figura 2.19: Producto vectorial cuando los vectores se encuentran en una
superficie horizontal
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Vista lateral
Imaginese que los vectores A y B se encuentran sobre la superficie de
una mesa. Entonces, aplicando la ley de la mano derecha se obtienen los
vectores A X By B X A, los cuales son perpendiculares a la 1 superficie de
la mesa y por tanto perpendiculares a los vectores A y B.
Obsérvese que el producto cruz no es conmutativo

A
. AxB
(4
RN O]
B ®
BxA

Figura 2.20: Producto vectorial cuando los vectores se encuentran en una
superficie vertical

Vista frontal

Imaginese ahora que los vectores A y B se encuentran en el plano de la
pégina, del tablero o de la pantalla. Como no se puede dibujar un vector
perpendicular al plano de la pagina, del tablero o de la pantalla, entonces

se ha convenido utilizar el simbolo ® para un vector que sale

perpendicularmente del plano de la pagina, del tablero o de la pantalla y

® para un vector que entra perpendicularmente al plano de la pagina,

del tablero o de la pantalla.

Ejemplo

Considere que se necesita colocar una viga, de longitud L, que debe soportar
dos cargas en sus extremos, ;Dénde debe soportarse la viga con una columna
para que no caiga? (Desprecie el peso de la viga).
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Figura 2.21: Columna soportando una viga que a la vez soporta dos car-
gas.

Una de las cantidades fisicas definida mediante el producto cruz es el torque
o momento de torsién T, el cual es el responsable de producir rotaciones en el
sistema. Se define como:

T=7xF

Donde 7 es el brazo de giro o brazo de aplicacién de la fuerza F.

Obsérvese que las unidades de T en el sistema internacional son:

[T]g; = metro Newton

O también:

[T]s; = Newton metro

Pero no es el Joules que es la unidad de energia; es decir la unidad del torque
no tiene denominacién especial.

Las condiciones para el equilibrio de la viga son:

Condicién de las fuerzas

sl
|
ol

D
D

Condicién de los torques

[l
I
ol
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Tales condiciones fueron formuladas por Arquimedes, por medio de siete
postulados y quince proposiciones, como las leyes de las palancas. Hoy en dia,
se conocen como condiciones de equilibrio para el cuerpo rigido.

Obsérvese que para el equilibrio de una particula basta con la condicién de
las fuerzas

La primera condicién nos dice simplemente que la columna para no partirse
debe ejercer sobre la viga, como minimo, una fuerza igual a la suma de las dos
cargas. Esta condicién constituye la condicién para el equilibrio de una particula.

La segunda condicién nos dice que las cargas producen sobre la viga rota-
ciones en sentidos contrarios. Ello implica que los torques producidos por las
cargas deben tener direcciones opuestas e igual magnitud. Es decir:

ﬁ+wA+ZﬁB:0

Ta+T3=0

Por tanto

TA = TB

xw, sin90° = (L — x) wp sin 90°

xwy = (L —x)wg

XWp = LWB — XWpg

xwa + xWp = Lwg
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X (ZUA + WB) = Lwg

wa
waA + wp

‘e Lmpg
mag + mpg

. LmB
ma + mp

Es decir que, la columna debe colocarse a una distancia

o LT’I’IB
myp + mp

de la carga A. Obsérvese que x se conoce puesto que se suponen conocidas
las masas de las cargas y la longitud de la viga.

2.5.4. Las leyes de las palancas segiin Arquimedes

Otro gran griego de la Antigiiedad, que vivié un siglo después de la época de Aristéte-
les fue Arquimedes, padre de la ciencia mecdnica, que nacid en Siracusa, capital de la
colonia griega de Sicilia. Como hijo de un astrénomo, se interesé muy pronto por las
matemidticas, en las que adquirié una gran destreza y en el transcurso de su vida hizo
una serie de contribuciones muy importantes en las diferentes ramas de la matemdtica.
Su obra mds importante en el dominio de la matemdtica pura fue el descubrimiento de la
relacion entre la superficie y el volumen de una esfera y el cilindro que la circunscribe;
en efecto, de acuerdo con su deseo, su tumba estd sefialada por una esfera inscrita en un
cilindro. En su libro titulado Psammites (o calculadores de arena) expone el método de
escribir niimeros muy largos dando a cada cifra un “orden” diferente segiin su posicion
y aplicindolo al problema de escribir el niimero de granos de arena contenidos en una
esfera del tamario de la Tierra.
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En su famoso libro Sobre el equilibrio de las superficies (en dos voliimenes) desarro-
lla las leyes de la palanca y discute el problema de encontrar el centro de gravedad de
cualquier cuerpo dado. A un lector moderno, el estilo con que Arquimedes escribia le
parece mds bien pesado y prolijo, semejante en muchos respectos al estilo de los libros de
geometria de Euclides. De hecho, en la época de Arquimedes, la matemdtica griega estaba
limitada casi exclusivamente a la geometria, porque el dlgebra fue inventada mucho des-
pués por los drabes. Asi, en diversas demostraciones en el campo de la mecdnica y otras
ramas de la fisica se valia de figuras geométricas mds bien que formulando, como hacemos
ahora, ecuaciones algebraicas. Como en la Geometria de Euclides, sobre la cual muchas
veces un estudiante ha sudado en sus dias escolares, Arquimedes formulaba las leyes fun-
damentales de la “estdtica”(es decir, el estudio del equilibrio) comenzando por formular
los “postulados” y derivando de ellos cierto niimero de “proposiciones”. Reproducimos el
comienzo del primer volumen:

1. Pesos iguales a igual distancia estdn en equilibrio y pesos iguales a dis-
tancias desiguales no estdn en equilibrio, sino que se inclinan hacia el
peso que estd a mayor distancia.

2. Si estando los pesos a cierta distancia y en equilibrio, se afiade algo a uno
de ellos no hay equilibrio, sino que se "inclinan hacia aquel al cual se ha
afiadido algo.

3. Andlogamente, si se quita algo a uno de los pesos, no estan en equilibrio,
si que se inclinan hacia el peso del que no se ha quitado nada.

4. Si figuras planas iguales y similares coinciden cuando se superpone una a
otra, sus centros de gravedad también coinciden.

5. Si las figuras son desiguales pero similares, sus centros de gravedad es-
tardn situados similarmente. Entiendo por puntos situados similarmente
en relacién con figuras similares, puntos tales que, si se trazan, lineas a su
través a los dngulos iguales, resultan angulos iguales con los lados corres-
pondientes.

6. Si dos pesos a cierta distancia estdn en equilibrio, otros dos pesos iguales
a ellos estardn también en equilibrio a las mismas distancias. (;No estd
claro?)

7. En una figura cuyo perimetro es concavo en la misma direccién, el centro
de gravedad debe estar dentro de la figura.
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A estos postulados siguen quince proposiciones derivadas de ellos por direc-
tos argumentos l6gicos. Damos aqui las primeras cinco proposiciones, omitiendo
su prueba y citamos las pruebas exactas de la sexta proposiciéon que implica la
ley fundamental de la palanca.

Proposiciones

1. Pesos que se equilibran a igual distancia, son iguales.

2. Pesos desiguales a igual distancia no se equilibrardn, sino que se incli-
nardn hacia el peso mayor.

3. Pesos desiguales a distancias desiguales se equilibrardn (o mds bien pue-
den equilibrarse) cuando el peso mayor estd a menor distancia.

4. Si dos pesos iguales no tienen el mismo centro de gravedad, el centro gra-
vedad de los dos juntos es el punto medio de la linea que une sus centros
gravedad.

5. Si tres pesos iguales tienen sus centros de gravedad en linea recta a distan-
cias iguales, el centro de gravedad del sistema coincidird con el del peso
del medio.

[ Gamow, George. Biografia de la fisica. Biblioteca general Salvat.




Taller 3

TRABAJO Y ENERGIA

(PRODUCTO ESCALAR O PRODUCTO PUNTO)

1. Un granjero engancha su tractor a un trineo cargado con lefia y lo arrastra
20m sobre el suelo horizontal. El peso total del trineo y la carga es de
14700N. El tractor ejerce una fuerza constante de 5000N a 36,9° sobre
la horizontal. Una fuerza de fricciéon de 3500N se opone al movimiento
del trineo. Calcule el trabajo realizado por cada fuerza que acttia sobre el
trineo y el trabajo total de todas las fuerzas.

Figura 2.22: Granjero arrastrando con tractor una carga.

2. Una mujer que pesa 600N se sube a una bascula que contiene un resorte
rigido. En equilibrio. El resorte se comprime 1,0cm bajo su peso. Calcule la
constante de fuerza del resorte y el trabajo total efectuado sobre él durante
la compresion.

59
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3. En un dia de campo familiar, le piden a usted empujar a su odioso primo

Morton en un columpio. El peso de Morton es w, la longitud de las cade-
nas es R, y usted lo empuja hasta que las cadenas forman un dngulo 6y
con la vertical. Para ello, usted ejerce una fuerza horizontal variable F que
comienza en cero y aumenta gradualmente apenas lo suficiente para que
Morton y el columpio se muevan lentamente y permanezcan casi en equi-
librio. ;Qué trabajo total realizan todas las fuerzas sobre Morton? ;Qué
trabajo realiza la tensién T en las cadenas? Qué trabajo realiza usted apli-
cando la fuerza F? ;Qué trabajo hace la gravedad sobre Morton?. (Ignore
el peso de las cadenas y el asiento).

Tk

.;“

Figura 2.23: El primo Morton.

. Un viejo cubo de roble con masa de 6,75Kg cuelga en un pozo del extremo

de una cuerda, que pasa sobre una polea sin friccién en la parte superior
del pozo, y usted tira de la cuerda horizontalmente del extremo de la
cuerda para levantar el cubo lentamente 4,00m.

a) ;Cudnto trabajo efecttia usted sobre el cubo al subirlo?
b) (Cuénta fuerza gravitacional actta sobre el cubo?

c) ¢Qué trabajo total se realiza sobre el cubo?

. Un obrero empuja horizontalmente una caja de 300Kg una distancia de

4,5m en un piso plano. El coeficiente de friccion cinética entre el piso y la
caja es de 0,25.

a) ;Qué magnitud de fuerza debe aplicar el obrero?

b) (Cuénto trabajo realiza dicha fuerza sobre la caja?
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c) (Cuanto trabajo efecttia la friccién sobre la caja?

d) ¢Cuanto trabajo realiza la fuerza normal sobre la caja? ;Y la grave-
dad?

e) ¢(Qué trabajo total se realiza sobre la caja?

6. Un pintor de 75,0Kg sube por una escalera de 2,75m que estd inclinada
contra una pared vertical. La escalera forma un dngulo de 30° con la pared.

a) ;Cudnto trabajo realiza la gravedad sobre el pintor?

b) ;La respuesta al enciso a) depende de si el pintor sube a rapidez
constante o de si acelera hacia arriba de la escalera?

7. Un bateador golpea una pelota de béisbol con masa de 0,145Kg y la lanza
hacia arriba con rapidez inicial de 250m/sg.

a) ¢Cuénto trabajo habré realizado la gravedad sobre la pelota cuando
esta alcanza una altura de 20,0m sobre el bate?

b) Use el teorema trabajo - energia para calcular la rapidez de la pelota
a esa altura. Ignore la resistencia del aire.

c) ¢La respuesta al enciso b) depende de si la pelota se mueve hacia
arriba o hacia abajo cuando esta a la altura de 20,0m?

8. Se requiere un trabajo de 12,0] para estirar un resorte de 3,0cm respecto a
su longitud no estirada.

a) ;Cudl es la constante de fuerza de este resorte?

b) ;Qué fuerza se necesita para estirar 3,00cm el resorte desde su longi-
tud no estirada?

c) ¢Cudanto trabajo debe efectuarse para comprimir ese resorte 4,00cm
respecto a su longitud no estirada, y qué fuerza se necesita para esti-
rarlo esta distancia?

9. Un objeto es atraido hacia el origen con una fuerza dada por F, = —kh2.
(Las fuerzas gravitacionales y eléctricas tienen esta dependencia de la dis-
tancia).

a) Calcule el trabajo realizado por la fuerza F, cuando el objeto se mue-
ve en la direccion x de xq1 a x3. Si xp > xq, jel trabajo hecho por F; es
positivo o negativo?
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b) La otra fuerza que actta sobre el objeto es la que usted ejerce con
la mano para moverlo lentamente x1 a x», ;Qué tanto trabajo efecttia
usted? Si x > x1, jel trabajo que usted hace es positivo o negativo?

10. Imagine que su primo Morton baja en patineta por una rampa curva en
un parque. Tratando a Morton y a su patineta como una particula, ésta
describe un cuarto de circulo de radio R = 3,00m. La masa total de Morton

y su patineta es de 25,0Kg. El parte del reposo y no hay friccién.

a) Calcule su rapidez en la base de la rampa.

b) Obtenga la fuerza normal que acttia sobre €l en la base de la rampa.

Funt .\I:_1:I {;. 0 .

\ -
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Figura 2.24: Esquema del deslizamiento del primo Morton en una rampa
curva.



TALLER 4

TORQUE Y MOMENTO ANGULAR

PRODUCTO VECTORIAL O PRODUCTO CRUZ

1. Un plomero aficionado, que no puede aflojar una junta, ensarta un tramo
de tubo en el mango de sus llaves de tuercas y aplica todo su peso de 900N
al extremo del tubo pardndose sobre él. La distancia del centro de la junta
al punto donde actta el peso es de 0,80m, y el mango y el tubo forman
un angulo de 19° con la horizontal. Calcule la magnitud y la direccién del
torque que el plomero aplica en torno al centro de la junta.

= {hX%0 m

i ) ’ ..-.."-
o Iy o X%

Figura 2.25: Cémo aflojar una junta.

2. Calcule el torque (magnitud y direccién) alrededor del punto O debido a
la fuerza F en cada una de las situaciones mostradas. En todos los casos,
la fuerza F y la varilla estén en el plano de la pagina, la varilla mide 4,00m
de largo y la fuerza tiene magnitud F = 10,0N.
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a b. c.

d.
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Figura 2.26: Torque para diversas posiciones de la fuerza y el brazo.

3. Una piedra cuelga del extremo libre de un cable enrollado en el borde
exterior de una polea. La polea es un disco uniforme con masa de 10,0Kg
y 50,0cm de radio, que gira sobre cojinetes sin friccién. Se determina que la
piedra recorre 12,6m en los primeros 3,00sg partiendo del reposo. Calcule

a) la masa de la piedra y

b) la tensién en el cable.

Figura 2.27: Sistema masa polea.

4. Una piedra de afilar en forma de disco sélido con 0,520m de didmetro y
masa de 50Kg gira a 850rev/min. Usted presiona un hacha contra el borde
de la piedra con una fuerza normal de 160N y la piedra se detiene en
7,50sg. Calcule el coeficiente de friccién entre el hacha y la piedra. Ignore
la friccién de los cojinetes.
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=

F o=l N

Figura 2.28: Piedra de afilar

5. El volante de un motor tiene momento de inercia de 2,50Kg m? alrededor
de un eje de rotaciéon. ;Qué torque constante se requiere para que alcance
una rapidez angular de 400rev/min en 8,00sg, partiendo del reposo?

6. Una mujer con masa de 50Kg estd parada en el borde de un disco grande,
con masa de 110Kg y radio de 4,0m, que gira a 0,50revfseg alrededor de
un eje que pasa por su centro. Calcule la magnitud del momento angular
total del sistema mujer disco. Suponga que la mujer puede tratarse como
un punto.

7. Una piedra de 2,00Kg tiene una velocidad horizontal con magnitud de
12,0m/sg cuando estd en el punto P de la figura.

a) ¢iQué momento angular (magnitud y direccién) tiene con respecto a
O en ese instante?

b) Suponiendo que la tnica fuerza que acttia sobre la piedra es su peso,
calcule la rapidez del cambio (magnitud y direccién) de su momento
angular en ese instante.

t 12.0 mi's

Figura 2.29: Momento angular de una piedra lanzada horizontalmente
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Los brazos estirados de un patinador que prepara un giro pueden consi-
derarse como una varilla delgada que pivotea sobre un eje que pasa por
su centro. Cuando los brazos se juntan al cuerpo para ejecutar el giro, se
pueden considerar como un cilindro hueco de pared delgada. Los brazos
y las manos tienen una masa combinada de 8,0Kg; estirados abarcan 1,8m;
Y encogidos, forman un cilindro con 25¢m de radio. El momento de iner-
cia del resto del cuerpo alrededor del eje de rotacién es constante e igual
a 0,40Kg m?. Si la rapidez angular original del patinador es de 0,40rev/sg,
(cudl es la rapidez angular final?

Figura 2.30: Patinador

Calcule la magnitud del momento angular del segundero de un reloj al-
rededor de un eje que pasa por el centro de la cardtula, si tal manecilla
tiene una longitud de 15,0cm y masa de 6,00gr. Trate la manecilla como
una varilla delgada que gira con velocidad angular constante alrededor de
un extremo.

Una puerta de madera sélida de 1,00m de ancho y 2,00m de alto tiene las
bisagras en un lado y una masa de 40,0Kg. La puerta, que inicialmente
estd abierta y en reposo, es golpeada en su centro por un pufiado de lodo
pegajoso con masa de 0,500Kg que viaja en direccién perpendicular a la
puerta a 12,0m/sg justo antes del impacto. Calcular la rapidez angular final
de la puerta. ;Es apreciable la aportaciéon del lodo al momento de inercia?



UNIDAD 3

VECTORES EN SISTEMAS
COORDENADOS

3.1. Vectores en el plano o vectores en R?

Si se utilizan las coordenadas que René Descartes (1596-1650) estableci6 en
1619 y que hoy se conocen como coordenadas cartesianas o coordenadas rectan-
gulares, el plano, R?, queda dividido en cuatro partes, llamadas cuadrantes, y
que se numeran en sentido contrario al avance de las manecillas del reloj, figura
3.1.

I I

7/ v

Figura 3.1: Los cuadrantes del plano cartesiano
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Se puede expresar el vector que posiciona un punto del plano mediante el par
de niimeros correspondientes al punto, es decir, por medio de sus coordenadas.

Por ejemplo, figura 3.2 , el vector A posiciona el punto (a,b) , por tanto, se
puede escribir el vector A como:

-

A= (ab) (3.1)

La direccién del vector A se toma como el angulo positivo & y se expresa
como

a = tan! Z (3.2)

Figura 3.2: El vector A posicionando el punto (a,b) en el plano carte-
siano.

La magnitud del vector A se obtienen mediante el teorema de Pitdgoras:

‘A‘( — V212 (3.3)

Recuérdese que:

1. La cantidad a medida sobre el eje X, se llama la abscisa del punto.
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2. La cantidad b medida sobre el eje Y, se llama la ordenada del punto.
3. La pareja de nameros reales (a,b) se llama las coordenadas del punto.

4. Un angulo positivo se define como el d&ngulo medido en sentido contrario
al avance de las manecillas del reloj y a partir del eje positivo de las X

Se han definido vectores unitarios sobre cada uno de los ejes, Figura 3.3.
Sobre el eje de las X se ha definido el vector unitario 7, que se lee vector unitario
i. Sobre el eje Y se define el vector j que se lee vector unitario jota.

Figura 3.3: Los vectores unitarios rectangulares o cartesianos.

Con dichos vectores el vector A se escribe como;
A=ai+1bj (3.4)
Sin embargo, su direccién sigue siendo:

a = tan~ (3.5)

—_
QI

Y su magnitud:

\A] — Va2 12 (3.6)
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Ejemplo

Escribir el vector C = (3,5) en términos de los vectores unitarios y hallar su
magnitud y direccién. Ubicarlo en el plano.

El vector C = (3,5) puede escribirse en términos de los vectores unitarios
como:

~

C=3i+5]

Su magnitud es:

‘6=\/34
Su direccion es:
ﬁ:tan’lf
. SANENERECE N
4 8
T
HeH/AHHH
PR A O
ol H1 21314 1s 11

Figura 3.4: El vector C igual a la pareja ordenada (a, b)
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Ejemplo

Dibujar en el plano el vector D = —2i + 27, hallar su magnitud, su direccién
y escribirlo como un par coordenado.

La magnitud del vector D es:

La direccidon del vector D es:

§=tan"1(—1)
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..... I
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Figura 3.5: El vector D igual al par ordenado (—2,2)

Pero consultada la calculadora, se tiene que:
6 = —45°

Si se observa la figura 3.6, la calculadora ubica el vector D en el cuarto cua-
drante, pero las coordenadas del vector D lo ubican en el primer cuadrante como
se observa en la figura 3.5.

Es que si bien

5 =5 =1 (3.7)
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Figura 3.6: La informacién obtenida desde la calculadora
Lo cierto es que los dos puntos
(—2, 2) y (2, —2) (3.8)

estdn en cuadrantes diferentes; segundo y cuarto cuadrante respectivamente.
Pero como la calculadora estd programada para trabajar con funciones, entonces
sus funciones trigonométricas estdn restringidas a los primeros 90° , es decir, al
primer cuadrante.

Conclusion:

Debe decirse que la direccién del vector D es § = 135°

3.2. Vectores en el espacio o vectores en R®

Los ejes cartesianos para representar el espacio R3, se obtiene mediante la
interseccion de tres planos mutuamente perpendiculares. Dicha disposicion di-
vide el espacio en ocho partes llamadas octantes, como se puede apreciar en la
figura 3.7. Si se quiere, imaginese el salén de clase y los siete salones que limitan
(o pueden limitar) con éL.
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AN A4
/

Figura 3.7: Los octantes del espacio cartesiano.

Como la interseccion de dos planos es una recta, se tiene:

La interseccién del plano X — Z con el plano Y — Z es el eje Z.

La interseccion del plano X — Z con el plano X — Y es el eje X.

La interseccién del plano Z — Y con el plano X — Y es el eje Y.

La interseccién de los tres planos es un punto, y se le llama el origen.

En la figura 3.8, se muestra el vector A que posiciona el punto P y que se
encuentra en el primer octante. Es bueno tener en cuenta la proyeccién del vector
hacia el eje Z, pues existe la tendencia de proyectarlo paralelo al eje Y, es decir,
proyectarlo 90°.
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Figura 3.8: El vector A posicionando el punto P (a,b,c) en el espacio
cartesiano

En R3, los vectores pueden representarse como la terna de nimeros reales
que determinan las coordenadas del punto que el vector estd posicionando.

Por tanto;

A= (ab,c) (3.9)

La magnitud del vector A se obtiene mediante una doble aplicacion del teo-
rema de Pitagoras.

En el triangulo OaM, el cual es rectangulo en a, el segmento de recta OM es
la hipotenusa, y, por tanto:

(OM)? = (Oa)? + (aM)® (3.10)
O simplemente:
(OM)? = a® + 1 (3.11)

Ya que:
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aM = ob (3.12)

Ahora, en el trisngulo OMP rectdngulo en M, el segmento de recta OP es la
hipotenusa, y, por tanto

(OP)* = (OM)* + (MP)? (3.13)

O simplemente:

(OP)* = > + 17 4 22 (3.14)

Es decir que:

‘A" — a2+ 02+ 2 (3.15)

Obviamente el vector A se puede escribir en termino de los vectores unitarios
como:

A =ai+bj+ck (3.16)

Donde se ha definido el vector unitario k, k , sobre el eje Z.

Mientras que en el plano solo se necesita un solo angulo para direccionar un
vector, en el espacio se necesitan tres dngulos.

1. El &ngulo que forma el vector con el eje X. « en la figura 3.8
2. El angulo que forma el vector con el eje Y. § en la figura 3.8

3. El angulo que forma el vector con el eje Z. y en la figura 3.8

Los cosenos de esos tres dngulos se llaman cosenos directores y cumplen con
una propiedad importante: la suma de los cuadrados de los cosenos directores
es igual a uno.
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cos?a + cos?B +cos?y =1 (3.17)

Veamos:

Calculando las proyecciones del vector A sobre cada uno de 1os ejes, tenemos:

a=Aoi a=|A|cosu (3.18)
b=Ao] b= |A|cosp (3.19)
c=Aok c=|A Cos 7y (3.20)

Recuérdese que la proyeccién de un vector en alguna direccién se puede
calcular mediante el producto punto entre el vector y un vector unitario construido
en la direccién en que se va a proyectar.

Elevando al cuadrado las ecuaciones de la derecha, se tiene:

a> = |A| cos’w (3.21)
_2

b* = |A| cos®p (3.22)
_2

¢ = |A| cos?y (3.23)

Sumando miembro a miembro se tiene:

2
4= ‘A’ (cos® a + cos® B + cos” ) (3.24)

Por tanto:



78 UNIDAD 3. VECTORES EN SISTEMAS COORDENADOS

2422
w = cos? & + cos® B + cos® y (3.25)
2
Pero:
2,12, 2 7|2

2+ +c :)A‘ (3.26)

Por lo que se llega a:

2 2 2. _

cos“a +cos“B+cos y =1 (3.27)

3.3. Suma de vectores en sistemas coordenados.

Hay que notar que un vector en R? puede tratarse como un vector en R3. En
efecto, el vector:

P =3i—5k (3.28)

Se puede completar como:

P =3i+0]—5k (3.29)

Lo que pasa es que el vectorP es un vector que se encuentra en el plano
X—-Z.

Con la aclaracion anterior, lo que se diga de la suma y las demds operaciones
de vectores en R?, es valido para vectores en R
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Ejemplo
Sumar los vectores
M=5—-2]+6k N=-31—7/+4k Q=2i—8k

Y hallar su magnitud y sus cosenos directores.

Solucién

—

Llamese R al vector resultante de la suma de los vectores M, N y Q.
R= (57— 2]+ 6k) + (=31 7j + 4k) + (2F - 8F)
Sumando componente a componente, se tiene:
R=(5-3+2)i+(-2-7+0)j+(6+4—-8)k
R =4i—91j+2k
También pudo haberse escrito como:
R=((5-3+2),(—2—7+0),(6+4—28)) (3.30)

R=(4,-9,2) (3.31)

La magnitud del vector R es:

‘R‘ — 24 (-9 12
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‘ﬁ‘ — V101
En cuanto a los cosenos directores se tiene:

~

a=Aoi

a= ‘A)cosa

a
COSDC:T
4

4
CosH = ———
101

b= Ao
b= ‘A"cosﬁ

b
cosp = —r
g

-9
cosf = —
P 101

c = Aok
c= ’A‘cos*y

2
COSYy = —(—
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3.4. Productos con vectores en sistemas coorde-
nados

3.4.1. Producto de un vector por un escalar.

Para multiplicar un vector por un escalar, simplemente se multiplica cada
componente del vector por el escalar. Recuérdese que para las presentes notas
de clase los escalares estdn en el conjunto de los ntimeros reales, R.

Si

A= Ad+ Ay ]+ Ak (3.32)

Y m un escalar, entonces

mA = mAxi +mA,j +mAk (3.33)

El producto de un vector por un escalar cumple con dos formas de ley dis-
tributiva:

m (Zf + E) =mA+ mB (3.34)

(m+n) A =mA+nA (3.35)

Ejemplo

Sea el vector
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Y m = 4 un escalar. Hallar el vector 4A .
rd ~ o 3 ~
4A=431—-7/+ Ek

4A =127 — 28] + 6k
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3.4.2. Producto escalar o producto punto entre dos vectores

Sean los vectores

A=A+ Aj+ Ak B=B.d+Byj+ Bk (3.36)

Como por lo general los productos son distributivos con la suma, entonces
se puede aplicar ley distributiva, entonces:

A x B = (Ad+Ayj+ Ak) o (Bai + Byj + Bk) (3.37)

Es decir:

AoB=A.Byioi+ AxByfof+ AxBZfolAc+AyBxfof

o A .. . .. (3.38)
+AyByjoj+ AyB;jok+ A;BykoiA;Bykoj+ A;B:kok

Puesto que

AXI BXI Ay/ By/ AZ/ BZ (339)

Son ntimeros reales, sus productos no presentan problema.

De tal forma que lo debe resolverse son los productos escalares o productos
punto entre los vectores unitarios. Por tanto, aplicando la definicién del producto
punto se tiene:
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1o1=|i]|i] cos90° (3.40)
joi=1x1x1=1 (3.41)
foi=1i ] smg (3.42)
loj=1x1x0= (3.43)
De tal manera que:
joj=kok=1 (3.44)
fol%zfofzfofczfcofzfcosz (3.45)
Por tanto:
AoB = ABy+ A,By+ A.B; (3.46)
Ejemplo
Sean los vectores
P=3i+5/ -2k Q=-2i+j—6k

Hallar el producto P o Q.
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Solucién

Sin necesidad de realizar todo el procedimiento hecho anteriormente, sim-
plemente se multiplican componentes semejantes entre si y se suma.

PoQ=3x(-2)+5x1+(-2)x (—6)

el
(@]
Cu

=11

La pregunta es ;11 qué?

Matematicamente la respuesta es que el producto punto entre los dos vecto-
res es 11.

Pero si el vector P fuera una fuerza, por ejemplo, y el vector Q un des-
plazamiento, entonces el producto punto corresponderia al trabajo realizado al
desplazar un sistema fisico segin Q bajo la accién de la fuerza P, y se diria que
son 11 Joules si el desplazamiento se encuentra medido en metros y la fuerza en
Newton.

El vector proyeccién. En la unidad dos, donde se habl6 de los productos
entre vectores libres, se encontré el valor de la proyecciéon de un vector sobre
otro vector mediante el producto escalar o producto punto entre vectores. Ahora
se puede conocer cudl es el vector proyeccion de un vector sobre otro vector.

La proyeccion del vector A sobre el vector B es la magnitud del vector 1_5AB ;
es decir,

PZB‘ o simplemente P4p , la cual se halla definida como:

Pap=AoB (3.47)

Por tanto, el vector proyeccién del vector A sobre el vector B sera el vector
unitario B, multiplicado por la magnitud del vector proyeccién P4p, Figura 3.9
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B

Figura 3.9: El vector proyeccion AB del vectorA sobre el vector B

Es decir:

PAB:AOBB

Lo que podemos escribir como:

_ AoB,
Pap = B
AB B
O si se quiere como:
4 AoB
Pap = B2 B

Ejemplo

Sean los vectores

A=31-5+k B=—i+2/43k

Hallar el vector proyeccién Pap

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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(32—5j+f<) o (—i+2j+3f<)
(via)’

Pap = (7427 +3k)

— —

Pap = = (—i+2/+3k)

3.4.3. Producto vectorial o producto cruz entre vectores

El producto vectorial o producto cruz entre vectores, se puede resolver me-
diante un determinante. Pero, ;qué es un determinante?

Una matriz se define como un arreglo rectangular de elementos de algiin
conjunto. Es decir, es la disposicién en filas y columnas de elementos de un
conjunto. Por ejemplo, si el conjunto es el de los nameros reales, una matriz
puede ser:

-1 2 1
M= ( s s _2>2 (3.51)
x3

Se dice entonces, que la matriz M es una matriz de orden 2 X 3, dos filas y
tres columnas.

Cuando una matriz tiene igual numero de columnas y de filas, se dice que
la matriz es una matriz cuadrada y se le puede asociar un ntimero real, el cual
se llama el determinante de la matriz.

Por ejemplo, a la matriz N de orden 3 X 3 que es una matriz cuadrada,

donde:
2 1 -1
N=|-3 -1 3 (3.52)
5 1 2 353
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Se le puede asociar el ntiimero real:

2 1 -1
IN|=|-3 -1 3 (3.53)
5 1 2

El cudl es su determinante. ;Pero de qué ntimero se trata? La diferencia entre
una matriz y un determinante, es que una matriz no se soluciona, solamente se
transforma, mientras que un determinante se soluciona.

Uno de los métodos para solucionar un determinante, quizés el mas general,
se llama el método por menores establecido por el astrénomo, fisico y matemdtico
francés Pierre-Simon Laplace (1749 -1827). Segun este método el determinante
se puede resolver por cualquier fila o por cualquier columna, y para ello se tiene
en cuenta el determinante de signos:

—~ :L — (3.54)

El determinante |N| se resolvera por primera fila.

En primer lugar, se elimina la primera fila y la primera columna y se toma
el determinante 2 X 2 que queda y se multiplica por el elemento comtn a la
primera fila y la primera columna.

(3.55)

Segun el determinante de signos el siguiente término es negativo eliminando
la primera fila y la segunda columna, tomando el determinante 2 X 2 que queda
y multiplicindolo por el elemento comun a la primera fila y la segunda columna
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[k
2 -1
-3 +1 3|=-1 ‘_53 ;‘ (3.56)
5 1 2
Se repite el procedimiento con la primera fila y la tercera columna.
1N
2 1 =
-3 -1 =-1 ‘_53 _11‘ (3.57)
5 1
De tal manera que se llega a:
2 1 -1
-1 3 -3 3 -3 -1
-3 -1 3 :2‘ ’—1‘ ‘—1' ‘ (3.58)
5 1 9 1 2 5 2 5 1
(3.59)
Se tiene que:
2 1 -1
-3 -1 3|=2((-1)x2-3x1)
5 1 2 (3.60)
—1((—=3)x2-3x%x5)—1((-3) x1—(—1) x5)
2 1 -1
-3 -1 3|=2(-5-1(-21)—-1(2)=9 (3.61)
5 1 2




90 UNIDAD 3. VECTORES EN SISTEMAS COORDENADOS

Regresando al producto vectorial, sean los vectores

A=A+ Aj+ Ak B=B.+Byj+ Bk (3.62)

Su producto vectorial o producto cruz sera:

gk
AxB=|A, A, A, (3.63)
B, B, B,
oA, Al Ay ALl Ay Ayl
_ Y z| % x z| % x Y
A x B 5 B [5 B B, B k (3.64)

AxB=(AyB. — A;By)i— (AxB. — A;By)j+ (AB, — A,B )k (3.65)

Ejemplo

Sean los vectores A = 21 — 7{ + 5k y B = —4i + 3§ — 5k, hallar el producto
A X B.

B i ] K
AxB=|2 -7 5
4 3 -5
e =7 5. |2 5., |2 -7,
AXB_’e, -5 '—4 —57+‘—4 3 |

AxB=((~7(~5)) —5x3)1— (2(~5) —5(—4))]
+(2x3—(=7)(—4)k

A x B =207 —10] — 22k
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Una de las propiedades de los determinantes establece que, por cada per-
mutacién de una fila o columna que se haga en el determinante, éste cambia de
signo. Por tanto:

R
AXB=|Ay A, A; (3.66)
Y
PGk
BxA=|B, B, B (3.67)
Ay Ay A
Tienen signo contrario; es decir que:
AxB=-BxA (3.68)

Nuevamente, el producto vectorial o producto cruz entre vectores no es con-
mutativo.

3.4.4. Producto vectorial o producto cruz entre los vectores
mediante la ley distributiva

El producto vectorial o producto cruz entre los vectores también puede re-
solverse por medio de la ley distributiva.

Sean los vectores:

Entonces, aplicando la ley distributiva se tiene:
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=

A X B=AByi x i+ AcByi x ]+ AyB.i x k+ AyB.j x
+AyByj x j+ AyB.j x k+ A;Byk x i+ A,Byk x | (3.71)
+A,Bk x k

Resolviendo los productos vectoriales de los vectores unitarios, se tiene:

lix i =1x1sin0° =0 (3.72)
De modo que:
jxj=kxk=0 (3.73)
Ahora:
i 4] = il ljl sin 7 (3.74)
|ij]:1xlsing:1 (3.75)

La direccién del producto Z X j se puede obtener por la ley de la mano dere-
cha, pero también completando los vectores unitarios y resolviendo el determi-
nante.

(3.76)

~.

X

~

I
O = o=y
—_ O~
O O =

I

Pl
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Puesto que el vector i se puede escribir como:

i=140j4 0k (3.77)

Y el vector j como:

j=0i+j+0k (3.78)

La direccién también se puede obtener teniendo en cuenta el caracter ciclico
de los vectores unitarios.

~f. i-
% \r / i}
j k

N

Figura 3.10: Propiedad ciclica de los vectores unitarios rectangulares

A

ol
-

Cuando el giro se hace a derecha el producto es positivo, en caso contrario
es negativo. Asi que:

ixj=k (3.79)

Es decir que:
ixk=—j (3.80)
jxi=—k jxk=1 (3.81)

kxi=] kxj=—i (3.82)
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De esta forma se tiene que:

out]

A x B = AyByk — AyB.j — AyByk + AyB.i+ A.Byj — A:B,i (3.83)

AxB=(AyB. — A.B,) 1 — (AxB. — A.By) ]+ (A:B, — AyB:) k (3.84)
Ejemplo
Sean los vectores

A=2{-7j+5k y B=—4i+3]—5k

Hallar el producto de A x B

AxB= (2 -7j+5K) x (4 3 - 5%)

AxB=2)(—4)ixi+2)3)ix]j+(2)(-5)ixk
+(=7) (—4) ] x 1+ (=7) (3) ] x [+ (=7) (=5) ] x k
+(5) (—4) kxi+(5)(3)kxj+(5) (-5)kxk

AxB=(-15+35)i+ (10 —20) ]+ (6 — 28) k

A x B =20i —10] — 22k

Si se observa el resultado es el mismo que el del ejemplo 3.4.3.1, pues son los
dos mismos vectores.
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3.4.5. Productos triples

Se llaman Productos triples a productos punto (producto escalar) y cruz
(producto vectorial) entre tres vectores y que son la forma:

(A'oB’)@ Zfo(ﬁx@) A x (Ex@) (3.85)
Donde hay que tener cuidado con el orden de los productos.
Ejemplo
Sean los vectores

A=—4i+2j—k B=3i+5-2k C=i+7/+3k

Hallar

Obsérvese que en este producto el paréntesis es realmente innecesario, pues
si se realiza primero el producto punto entonces queda el producto cruz entre
un escalar y un vector lo cual no estéd definido. Por tanto:

—

Ao (BxC) = (—4i+2]—k) o (3i+5—2k) x (i+7j+3k)

Ao (BxC) = (—4i+2]-k)o (297~ 11f+16k)

A<>(1§><6):154
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TALLER 4.

1. En un sistema coordenado trace los siguientes vectores

A=2i+5 B=-3i4+7 C=-51—4f

V=204+2k W=2R U=2i+4]+7k

2. Halle un vector (indicar el punto inicial y el punto final) con punto inicial
(P = 2,—1,4) y que tenga la misma direccién que el vector V = 77 + 67 — 3k

3. Halle un vector con direccién opuesta a la del vector W =2+ 4 —ky
que tenga punto final Q = (2,0, —7)

4. Sean U =7i+2/+3k V=21—3/+k W=3i+2/—k
a) Encontrar el vector X que satisface la ecuacion
2U-V+X=7X+W
b) Encuentre los escalares a, b, c que satisfacen la ecuacién
all +bB + cW = 67 + 14] — 2k

0) ‘3&—5V+Vv’

a |

5. Halle todos los escalares k tales que ‘k/_f ‘ =3 donde A =

s

~

4+ 27 + 4k

97
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10.

11.

12.
13.

UNIDAD 3. VECTORES EN SISTEMAS COORDENADOS

Determine el nimero por el cual hay que multiplicar el vector no nulo V,
para obtener un vector W tal que

1. |[W| =5con Vy W de igual sentido.

1. |W|=1con Vy W de sentido contrario

. Calcular las longitudes de las diagonales de un paralelogramo construido

con los vectores A = i + fy B= Zf—l— k
Dado el vector V con punto inicial P = (5,2, —2) y punto final Q = (2,0,4)
1. Hallar el punto medio del vector V

= 2
11. Halle un punto sobre el vector V a una distancia de 3 |V| a partir del
punto P.

Dos particulas se mueven con velocidades V4 =21 y V, = 3f. Si en el
instante £ = 0 se encuentran en las posiciones : x1 =3; y1 =0y x, = 0;
Y2 — —3:

a) ;Cudl es la posicion de la particula 1 con respecto a la particula 2 en
el instante t = 0?

b) ;Cuadl es la posicion de la particula 2 con respecto a la particula 1 en
el instante t = 0?

c) ¢A qué distancia se encuentran las particulas en ese instante?

d) Resuelva las preguntas anteriores para el instante t = 1.
Sea A =14 3] —2k y B = 41 — 2§ + 4k, hallar:

a) (Zﬁ—i— E) o <K — 21_S”>

b) El éngulo formado por A y B

Para qué valores de a A=ai— 2/ +ky B =2ai + aj — 4k son perpen-
diculares?

Hallar la proyeccion del vector 21 — Sf—l— 6k sobre el vector i + 2jA—|— 2k

Hallar un vector unitario perpendicular a

A=4-2j+3k y B=-204]-2k
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14. Hallar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo a lo largo de la rec-

15.

16.

17.

18.

19.

ta que pasa por (3,2, —1) y (2,—1,4) en el campo de fuerzas dado por
F=4i—37+2k

Efectuar los siguientes productos
a) (2f+-f—-k) X (32—-2f4—4k)
b) (2f—4k) x (i+2)
0) (A’+21§'> X (2A’—B’) siendo A = 37— j—2ky B =27 + 3/ + k

Se aplica la fuerza F = 31 + 2] — 4k en el punto (1, —1,2). Hallar el mo-
mento de Frespecto del punto (2, —1,3).

La velocidad angular de un sélido rigido que gira alrededor de un eje
fijo viene dada por @ = 4i + j — 2k. Hallar la velocidad lineal de un pun-
to P del s6lido cuyo vector de posicion respecto de un punto del eje es
21 —3/+k

Demostrar que:

L»(K+§)0QI—§):A?—BZ

e~Th

b) (A’_ﬁ)x(m )=2A’><B’

La induccién magnética B estd definida por la ecuacién de la fuerza de

Lorentz F = q (‘7 X §) Realizando tres experimentos se encuentra si

V:f?:%—g (3.86)

V:ngzﬁ—k (3.87)
q

V=k 5:}4? (3.88)

De los resultados de estos tres experimentos separados calcular la induc-
cién magnética B.
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20. Una carga eléctrica g1 moviéndose con velocidad V; produce una induc-
cién magnética B dada por:

o Vi xrg

—q1

47 r2

B= en unidades mks. (3.89)

Donde # es el vector que va desde la carga g; hasta el punto en el cual B
es medido (Ley de Biot-Savart).

a) Mostrar que la fuerza magnética sobre una segunda carga g4, con
velocidad V), estda dada por el triple producto vectorial:

F, - o NP2y (o
Fz = 4n 2 Vz X (V1 X 1’0) (390)

b) Escriba la correspondiente fuerza magnética F que g ejerce sobre
q1. Defina su vector radial unitario. Cémo son F; y F.

¢) Calcular F; y E en el caso en que g1 y 4> se mueven a lo largo de
trayectorias paralelas.

21. Demuestre A X (§ X 6) = E(Eo 6) - 6(Eo§)

22. Dados los tres vectores

A=i+] (3.91)
B=j+k (3.92)
C=i—k (3.93)

a) Calcule el producto triple A o B x C . Note que A = B+ C, da una
interpretacion geométrica de su resultado.

b) Calcule A x (1_5” X 6) .
23. Hallar:

)
' (f—2f—3i§) o [(2z°+f—fc) x (i+3f—2f<)} (3.94)
b)

(27 =3) o [(i+]— k) x (31— k)] (3.95)
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VECTORES VARIABLES EN EL
TIEMPO Y EL MOVIMIENTO
DE PARTICULAS

4.1. Vector posicion, vector velocidad y vector ace-
leracién

Existen vectores que varian respecto a algin pardmetro; en fisica el pardme-
tro fundamental es el tiempo t, y el estudio de la variacién de dichos vectores
constituye el estudio del movimiento de una particula, por lo menos en lo que a
su parte cinematica corresponde.

El vector que varfa en el tiempo recibe el nombre de vector posicion y la

curva que describe la cabeza del vector posicion se llama la trayectoria. El vector
posicion es:

F=x(t)ity(t)j+z(H)k (4.1)

t se llama pardmetro y las ecuaciones x (t) ,y (t), z (t) se llaman ecuaciones
paramétricas.

101
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Se define la velocidad de la particula como la derivada temporal de la posi-

cion. Es decir:

L dr
U= T (4.2)
=2 (x(0)i+y (O] +2(0F) 43)
dt
L dx(t). dy(t). dz(t),
e PR Ta I k (44)
Lo que significa que:
S dx (t) o
X = Ty 1 (4.5)
L dy(t)»
,= 21 (4.6)
L dz(t),
7 = Zdi )i 4.7)

En la grafica 4.1 se muestra la velocidad de la particula en el instante #; con

sus correspondientes componentes en las direcciones X y Y.
Similarmente, se define la aceleracién de la particula como la variacién tem-

poral de la velocidad. Es decir:

__d . , ,
7= (o (40, (1) +0: (0 F) (4.8)
o (1), doy (), du.(8);

i=— i+ T ]+ i k 4.9)

Lo que significa que:
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doy (t)

Ay = 7 i (4.10)
L doy (b)),
ay = cth( ); (4.11)
L du, (f),
i =— k (4.12)

Figura 4.1: Trayectoria y velocidad tangencial de una particula que se
mueve en el plano

El hecho de poder escribir la posicién, la velocidad y la aceleracién en térmi-
nos de sus componentes, constituye la expresién matemaética del principio de
independencia de los movimientos, enunciado por primera vez por Galileo, el
cual establece que, si un cuerpo se encuentra sometido a mds de un movimiento
simultdneamente, entonces cada movimiento se desarrolla con independencia de
los demds. Considerado al contrario nos habla de la composicién de movimien-
tos.

4.2. Movimiento unidimensional

Si el movimiento se realiza en una sola coordenada el movimiento se dice
unidimensional y su trayectoria es una linea recta, por lo que también se dice
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que es un movimiento rectilineo.

4.2.1. Movimiento rectilineo uniforme

Si el movimiento, ademas se realiza con velocidad constante, entonces se
dice que el movimiento es rectilineo uniforme. Supéngase que el movimiento se
realiza en la direcciéon X, Grafica 4.2

fy t;
Xy X2
o__ | I .
,fl o ﬁqf:.fz_.fl
X2

Figura 4.2: Cambio de posicién en el movimiento rectilineo uniforme

Entonces:

= dii,(gt)f (4.13)
o= 1
dx () = vyt (4.15)
/:2 dx () = /: vxdt (4.16)

o) —x1 (1) =, [ dt (4.17)

t



4.2. MOVIMIENTO UNIDIMENSIONAL 105

0, = 2B =1 (t) (4.18)
t— 1t

_ Ax

= (4.19)

Ox

Como el cambio de posiciéon x, coincide con el espacio recorrido por la
particula y, si ademds hacemos t; = 0, entonces:

e =ut (4.20)

4.2.2. Movimiento rectilineo acelerado: Caida libre

Supéngase un cuerpo de masa m sometido a la accién de la fuerza de grave-
dad, es decir su peso, que se encuentra inicialmente a una altura

yo=h 4.21)

y en reposo figura 4.3
¥o - § m Condiciones iniciales
tg=10
. h=v,
| F’ vy =10

o L .
X X

Figura 4.3: Condiciones iniciales para una masa que cae por la accién de
la fuerza de gravedad
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Entonces, aplicando la segunda ley de Newton o ley de movimiento, se tiene:

—

Fy, = mi (4.22)

Puesto que el movimiento es unidimensional, entonces se puede obviar el
caracter vectorial:

—mg = ma (4.23)

—g=a (4.24)

Es interesante resaltar aqui, como se independiza el problema de la masa y
la geometria del cuerpo, de tal forma que no importa cémo es y cudnta masa
tiene el cuerpo que cae.

Entonces:

doy
dv, = —gdt (4.26)

De modo que, para conocer la velocidad del cuerpo en cualquier instante de
tiempo, se tiene que integrar.

[ v, = [ gt (427)

La integracién se puede realizar con integrales indefinidas y utilizando las
condiciones iniciales.

v, =— gt+C (4.28)

Siendo C la constante de integracion.
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Aplicando las condiciones iniciales, se tiene:

vo = —gto+C (4.29)
0=—g(0)+C (4.30)
C=0 (4.31)

Por tanto, la velocidad del cuerpo en caida libre, en cada instante de tiempo,
viene dada por:

vy = —gt (4.32)

Obsérvese que la velocidad también se puede hallar mediante integrales de-
finidas.

[ t
/ do,=— [ gt (4.33)
v t
o]y = g [y, (4.34)
vy = —gt (4.35)
Puesto que
g = 0 to = 0 (436)

Para hallar la posicién o altura del cuerpo en cualquier instante de tiempo,
se tiene:
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vy = dydgt)f
vy = dyd(tt)
dy (t) = v,dt
/dy(t) = /vydt
y(t) = —g [ ta
12
y(t)=—g5+C

Nuevamente utilizando las condiciones iniciales se tiene:

5
Yo=-85 +C
h= —g (0) +C
h=C
Por tanto:
t2
y(t) :h—gj

Asi que las ecuaciones para la caida libre de un cuerpo son:

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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tZ
y(t)=h— gE (4.47)
vy = —gt (4.48)
ay = —g (4.49)

4.2.3. Movimiento rectilineo acelerado: Caida con friccion

Considérese, gréfica 4.4, ahora un cuerpo cayendo, pero dentro de un medio
viscoso, aire, por ejemplo, el cual produce sobre él una fuerza de friccién en
direccion contraria a su movimiento y proporcional a su velocidad. Es decir:

Fe = — B (4.50)

Como, al igual que en el problema de caida libre, existe la libertad de escoger
el nivel cero, entonces se escogera el nivel cero en el punto de partida del cuerpo,
con el fin de resaltar el hecho de que las fuerzas de friccién siempre se oponen
al movimiento. Entonces por la segunda ley de Newton se tiene:

Fe — Ff=ma (4.51)

doy
mg — o, = m-- (4.52)
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| i

Files = = o = == m Condicienes iniciales
=10
F 2 Yo=10
1] |

| v=1y

¥

Figura 4.4: Condiciones iniciales para una masa una masa que cae dentro
de un fluido (aire)

Separando variables se tiene:

d
M _ g (4.53)
mg — Boy
Haciendo el cambio de variable:
u =mg — Boy (4.54)
du = —Bdv, (4.55)
du
—— =dv (4.56)
ﬁ Y
Reemplazando:
M
2 = dt (4.57)
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_m d”:/dt
B u

m
——Inu=t+C
p

—Tgln (mg —pvy) =t+C
Utilizando las condiciones iniciales se tiene:

—m

B In (mg — Pvg)to+C
—Zln (mg — Pvg) =C

Por tanto:

7;;111 (mg — Bug) — Tgln (mg — poy) =t

m_ mg— Puo
—In—=—>"— =1t
g mg—poy

T S U

mg — Boy om
Por la definicién de logaritmo,

Silnx = y, entonces y = e*

Se tiene:

111

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
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mg —pvo _ Ly (4.66)
mg — Boy
Despejando v, se tiene:
-5
(mg — Bvo) e = mg — Py (4.67)
mg ) by Mg
vyy=——2=—vg|en 4+ —= (4.68)
! ( p p
Obsérvese que:
fm v, = 8

Lo que significa que cuando las fuerzas que acttian sobre el cuerpo se equili-
bran, el cuerpo alcanza una velocidad constante, que se conoce como velocidad
limite o velocidad terminal que es constante y con la cual el cuerpo termina
cayendo.

Las graficas 4.5 y 4.6 muestran el comportamiento de la velocidad del para-
caidista cuando se supone que parte del reposo, v9 = 0 . Las constantes se han
escogido solo con el propésito de mostrar el comportamiento de la curva.

En la gréafica 4.5 corresponde a la magnitud de la velocidad de caida del
paracaidista, la cual aumenta hasta el valor terminal, en tanto que, la grafica 4.6
se obtiene si se tiene en cuenta la direccién de la velocidad; es decir corresponde
a la gréfica de la velocidad del paracaidista, la cual crece negativamente en valor
absoluto.
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UT'

v, =-5e"+§

vg=0

Figura 4.5: Grafica de rapidez - tiempo para una particula que cae dentro
de un fluido

Figura 4.6: Gréfica velocidad - tiempo par una particula que cae dentro
de un fluido

Para hallar la posicién del cuerpo en cualquier instante de tiempo, se tiene:

Gy = 2 Y) i (4.70)
v, = dydgt) 4.71)
y(t) = / vdt 4.72)

y(t) = / [— (";g . v0> et + ”;g] dt (4.73)
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y(t) = —/ <n;g—vo> erftdt—k/n‘;gdt

y(t) =— (?—vo>/ejtdt+ﬂggt+C

Se tiene:

Por tanto:

(o) = "5 (M ) (eF 1) + 24

Para un tiempo suficientemente grande, (f — o) , se tiene que:

y() =

(4.74)

(4.75)

(4.76)

4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)
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Obsérvese que, después de alcanzar la velocidad terminal el paracaidista
desciende con movimiento rectilineo uniforme.

En cuanto a la aceleracion se tiene:

oy (1) = 2 (4.83)
PR .
ay (1) = _75 <”;g _ vo> et (4.85)
a, (t) = — (g - 5100> et (4.86)

De tal forma que, para un tiempo lo suficientemente grande, (f — o), se
tiene que:

a, (t) =0 (4.87)

Como debe ser.

De hecho, este es el movimiento que gobierna a una gota de lluvia o a un
grano de granizo. Una gota de lluvia tipica, cuyo didmetro es del orden de los
2mm la velocidad terminal asciende a 6,5m/s, 23,4Kmfnr, aproximadamente, y si
lo que cae es una gota de lluvia grande (didmetro de 5mm), lo hard a 9m/s, lo
que aproximadamente son 32km/h.

De hecho, sabemos por experiencia, que durante una llovizna nos preocupa
la mojada que vamos a tener, pero con gotas grandes ademas de la mojada nos
preocupa también lo fuerte con que nos golpean las gotas de agua; sin embargo,
gracias a la velocidad terminal que obtienen las gotas de agua soportamos la
lluvia.
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Pero con el granizo la situacién es otra. Un grano de granizo perfectamente
esférico de 0,5cm de didmetro, alcanza una velocidad terminal de cerca de los
50Km/Hr, uno de 2cm de diametro alcanza los 100Km/Hr, en tanto que un grano
de granizo de 4cm , parecido a una pelota de ping pong, ronda los 130Km/Hr.
jAunque no nos mojemos, lo mejor es correr! (Datos tomados de https://www.
tiempo.com/noticias/divulgacion/la-velocidad-terminal-de-gotas-y-granizos.
html.

4.2.4. Movimiento unidimensional: Movimiento oscilato-
rio

Considérese un cuerpo sometido a la accién de una fuerza de la forma

F=—kyj (4.88)
Es decir, una fuerza eldstica o también una fuerza que cumple con la ley de
Hooke. Figura 4.7.

Cuando el cuerpo se encuentra en su punto de equilibrio se le saca mo-
mentdneamente del equilibrio y se le deja bajo la accién de la fuerza eléstica:

If .II-II.IIIII -.I
AU

U
|
!

il
ORI

Figura 4.7: Movimiento oscilatorio de una particula

Aplicando la segunda ley de Newton, se tiene:


https://www.tiempo.com/noticias/divulgacion/la-velocidad-terminal-de-gotas-y-granizos.html
https://www.tiempo.com/noticias/divulgacion/la-velocidad-terminal-de-gotas-y-granizos.html
https://www.tiempo.com/noticias/divulgacion/la-velocidad-terminal-de-gotas-y-granizos.html
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—ky = ma (4.89)
do
—ky = m—Y 4.
dou —k
-y
T - y (4.91)
Pero:
dou d?
4o _ a7y
7t TS (4.92)
Por tanto:
Py k

La cual es una ecuacién diferencial de segundo orden, homogénea, con co-
eficientes constantes, y que admite como solucién:

y = Ae" (4.94)

Su ecuacion caracteristica es:

r?—==0 (4.95)

De donde:

r = +/k/m (4.96)
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Obviamente +/kim tiene como unidades sg™}, y como corresponde a la solu-
cién angular del oscilador no es mas que la frecuencia angular de oscilacion del
oscilador.

—— . N/m i Kgm/sgzm o
[ k/m} MKS \/Kg N \/ Kg 1 (4.97)

y, por tanto:

w = /k/m (4.98)

Por tanto, la solucién para el oscilador es:

y = Ae™™ (4.99)

Lo cual significa que la ecuacién del oscilador tiene dos soluciones diferentes
y reales, por lo que:

y = A" + Ae ™ (4.100)

Utilizando las ecuaciones de Euler, se tiene:

y = Acoswt + iAsinwt + Acoswt — iAsinwt (4.101)

Si hacemos yy = 2A, entonces:

Yy = Yo cos wt (4.102)

Su velocidad es:

vy = dy (4.103)
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vy = —wyp sinwt (4.104)
Y su aceleracion:
doy
ay = —- (4.105)
ay = —w2y0 cos wt (4.106)
Obsérvese que:
a, = —wa (4.107)

Yo se llama la amplitud, y, se llama la elongacién y obviamente la amplitud
es la maxima elongacion del movimiento.

Obsérvese que para t = 0, se obtiene y = yp, lo que significa que el movi-
miento comienza en uno de los extremos del movimiento. Pero, el movimiento
también puede comenzar en el centro del movimiento, o punto de equilibrio, es
decir en y = 0. En dicho caso las ecuaciones del movimiento son:

Yy = Yyosinwt (4.108)
vy = —wyo cos wt (4.109)
a, = —w’yo sinwt (4.110)

Las gréficas 4.8, 4.9 y 4.10 muestran el comportamiento de la elongacién, la
velocidad y la aceleracién del movimiento oscilatorio.



120 UNIDAD 4. VECTORES VARIABLES EN EL TIEMPO

¥y =2cos 2t

A ANARAR
EvEEVARIVIES

Figura 4.8: Gréfica elongacion - tiempo para el movimiento oscilatorio

Figura 4.9: Gréfica velocidad - tiempo para el movimiento oscilatorio

Figura 4.10: Gréfica aceleracion - tiempo para el movimiento oscilatorio
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4.2.5. Movimiento bidimensional: El movimiento parabdli-
co

Cuando el movimiento se realiza en dos coordenadas, se dice que el movi-
miento es bidimensional. Es decir, el cuerpo se mueve en un plano y su trayec-
toria es una curva contenida en dicho plano.

Considérese una particula que se mueve segtn las ecuaciones paramétricas:

x (t) = vt (4.111)

1
y (t) = vyt — Egtz (4.112)

Donde vy y vy0 son constantes y g es la aceleracién de la gravedad en cer-
canias a la superficie terrestre.

Su vector posicién sera:

2~

7(t) = vpti + (vyot - ;gt2>] (4.113)

Si la particula se lanza bajo un angulo de inclinacién 6 y una velocidad inicial
vo, Figura 4.11, entonces:

Uy = vgcos b (4.114)

vy = vpsin6 (4.115)

Su trayectoria se obtiene eliminando el pardmetro ¢ en sus ecuaciones pa-
ramétricas:

f— X (4.116)
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= 4117
Vo cos 0 ( )
Luego:
. X 1 X 2
y(t) = (vosin@) <Uo c059> X—58 (Uo c059> (4.118)
1 x2

Ecuacion de la forma y = bx — ax?2, que corresponde a una parabola y donde
1 8

202 cos? 0’

Figura 4.11: Lanzamiento de un proyectil. Movimiento parabdlico.

Cuando la particula es lanzada sin velocidad inicial en la direccion Y, v, = 0
, y a una altura inicial , se dice que el movimiento es semiparabélico, grdfica 4.12
, Y su ecuacion es:

y(t) =yo— %g ( - >2 (4.120)

Vg cos B
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y= 0.7 =0 5662

Figura 4.12: Movimiento semiparabdlico

Como se ve, el movimiento parabdlico es la composicién de un movimiento
rectilineo uniforme horizontal y un movimiento rectilineo vertical con acelera-
cién constante, o movimiento uniformemente acelerado, M. U. A.

4.2.6. Movimiento bidimensional: El movimiento circular
uniformes

Considérese un cuerpo sometido a dos movimientos oscilatorios desfasados
T . .. . . .
—, es decir, los dos movimientos oscilatorios se desarrollan perpendiculares en-

tre si. Las ecuaciones paramétricas son:

X = rsinwt (4.121)

Yy = rcoswt (4.122)

Radianes

w se llama la velocidad angular del movimiento y se mide en =*% <

Para eliminar el pardmetro £, elévese cada una de las ecuaciones al cuadrado:

x? = r*sin® wt (4.123)
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y2 = 2 cos® wt (4.124)

Sumando se tiene:
x* +y* = r* (sin® wt + cos® wt) (4.125)
4y =1 (4.126)

La ecuacién obtenida corresponde a una circunferencia de radio r y centro
en el origen; por tanto, la trayectoria que sigue el cuerpo es una circunferencia.
Graéfica 4.13

Figura 4.13: Movimiento circular uniforma de una particula

Sus velocidades seran:

d (rsinwt)

Oy = T

(4.127)

Uy = Yw cos wt (4.128)
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d (r cos wt
vy = (dt) (4.129)
vy, = —rwsinwt (4.130)
Y

Su velocidad total sera:

v=,/v}+0} (4.131)

v= \/rzwz (sin? wt + cos? wt) (4.132)

v =rw (4.133)

Que es la velocidad tangencial de la particula y que es constante en magni-
tud. Por ello se dice movimiento circular uniforme.

La relacién entre la velocidad lineal y la velocidad angular (w) se puede
escribir vectorialmente como:

Q
I
Sl
X
=

(4.134)

Donde el vector velocidad angular se define como un vector perpendicular al
plano de rotacién y cuya direccion se define mediante la ley de la mano derecha.
Figura 4.14
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Figura 4.14: Relacién entre la velocidad tangencial y la velocidad angular

en el movimiento circular uniforme

Sus aceleraciones seran:

d (rw cos wt)

i = dt
Ay = —rw? sin wt
. d (—rwsinwt)
Y dt
ay = —rw? cos wt

Su aceleracidn total sera:

ac = /a3 +aj

a. = \/r2w4 (sin2 wt + cos? wt)

A, = 1w

(4.135)

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)
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Que no es més que la aceleracién centripeta de la particula.

Pues:

127

(4.142)

(4.143)

4.2.7. Movimiento tridimensional: Movimiento helicoidal

Cuando un movimiento se desarrolla en las tres coordenadas, se dice que es
un movimiento tridimensional, es decir es un movimiento que se realiza en el
espacio y su trayectoria es una curva espacial. Supéngase una particula que se

mueve segln las ecuaciones paramétricas:

X = asinwt

Yy = acoswt

Su posicién seré:

7 = asinwti + acoswt] + ktk

Sus velocidades seran:

Uy = aw cos wt

(4.144)

(4.145)

(4.146)

(4.147)

(4.148)
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vy = —rwsinwt (4.149)
v, =k (4.150)
Sus aceleraciones serdn:
Ay = —rw? sinwt (4.151)
ay = —aw? cos wt (4.152)
a; =0 (4.153)

Obsérvese que la particula desarrolla un movimiento circular uniforme en el
plano X — Y, mientras que avanza en la direccién Z con velocidad constante. La
constante se llama avance o paso de rosca

Figura 4.15: Movimiento Helicoidal de una particula en el espacio

Las ecuaciones de la hélice o espiral de la grafica son:

f (t) = cost (4.154)



4.2. MOVIMIENTO UNIDIMENSIONAL 129
f (f) = sint (4.155)
g (t) =02t (4.156)

4.2.8. El movimiento de una particula bajo la accién de
una fuerza central. La segunda ley de Kepler

Un vector puede expresarse en coordenadas polares, p, ¢ y los vectores uni-
tarios py ¢ .

dp _ P (4.157)

Figura 4.16: Coordenadas y vectores unitarios polares

Se puede mostrar (ver el libro sobre sistemas coordenados curvilineos or-
togonales, notas de clase, de este mismo autor) que el vector de posicién en
coordenadas polares es:

(4.158)

={

Il
i)
=
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Y que la velocidad y la aceleracién vienen dadas por:

U= po+ Ppg (4.159)

i=(p—pp?)p+ (09 +2¢p) (4.160)

Por lo que la fuerza sobre la particula es:

F=m(p—p¢*) p+m(pp+2¢p) § (4.161)
Donde la componente tangencial es cero por ser una fuerza central.

m (0§ + 2¢p) = 0 (4.162)

Multiplicando y dividiendo por p, se tiene:

o (P9 +2090) =0 (4.163)
O
m d _
o (0%¢) =0 (4.164)
De donde se deduce que
p?¢ = constante (4.165)

Obsérvese que el momento angular por unidad de masa, llamado el momen-
to cinético especifico, h,

=
I

]!
X
STl

(4.166)
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Es en coordenadas polares:

=
I
=
N
3.
Pl

Calculando el area barrida por el radio (ver figura 4.17), se tiene:

—»

AA = S |p x Ap]

N\P—‘

Calculando el 4rea barrida por unidad de tiempo, se tiene:

lim % im 1
At—0 At At—>0 2

5. A0
PXAE

Por lo que:

A=lpx7d]

I\)M—‘

Reemplazando la velocidad en coordenadas polares.

A= 1 x (pp+ ppg)|

I\)\H

T s
= 5 lop x (00 + ¢p@)|

Lo
= 5100 X po + pp X §p¢|

131

(4.167)

(4.168)

(4.169)

(4.170)

(4.171)

(4.172)

(4.173)

(4.174)

(4.175)
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Lo que significa que el drea barrida por el radio vector por unidad de tiempo,
A, es la misma siempre. Para que esto suceda debe darse que cuando el planeta
se encuentra a una mayor distancia del sol entonces se mueve mds despacio.

A se llama velocidad areolar del planeta.

Segunda ley de Kepler: El radio vector que une un planeta y el Sol barre dreas
iguales en tiempos iguales.

Figura 4.17: Planeta sometido a la accién de una fuerza central dirigida
hacia el sol



TALLER 5.

1. Si:7 = (#3 + 2t) i — 3e~?'j 4 2sin 5tk, encontrar: ar ‘d;t’

a*r a*r
dt’

©odr |ae

ent=20

2. Una particula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones pa-
ramétricas son:

x=3¢%  y=4sin3t, z=>5cos3t
donde t es el tiempo

a) Encontrar su velocidad y aceleracién para cualquier tiempo.
b) Encontrar las magnitudes de la velocidad y la aceleracién en t = 0.

¢) Describa el movimiento.

3. Una particula se mueve de tal forma que el vector de posicién estd dado
por

7 = coswti + sinwtj
donde w es una constante. Mostrar que:

a) La velocidad @ de la particula es perpendicular a 7.

b) La aceleracién d esta dirigida hacia el origen y que su magnitud es
proporcional a la distancia desde el origen.

¢) ¥ X ¥ = d un vector constante.

133
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Una particula se mueve en el espacio a lo largo de la curva

F=(+t)i+ (3t —2)]+ (28 —4) k

Encontrar la velocidad, la aceleracién, la rapidez o magnitud de la veloci-
dad y la magnitud de la aceleracién en t = 0.

Una particula se mueve en el espacio a lo largo de la curva definida por

—t

x=e'cost y=et

sin t z=¢!

Encontrar la magnitud de la velocidad y la aceleracién para cualquier tiem-
po t.

El vector posicion de una particula estd dado para cualquier tiempo t por

7 = acoswti + asinwt] + bt’k

a) Mostrar que aunque la rapidez de la particula se incrementa con el
tiempo la magnitud de la aceleracién permanece constante.

b) Describa geométricamente el movimiento de la particula.

. La ecuacioén vectorial de una particula que se mueve en un plano, viene

dada en el SI por la expresion:

2~

F=02f-1)i+(F+1)]
Calcular:

a) El vector de posicién inicial.

b) La distancia al observador (distancia al origen del sistema de referen-
cia) a los 5sg de haber empezado a contar el tiempo.

c¢) Espacio recorrido por la particula en el tercer segundo.

d) La trayectoria de la particula.
Un cuerpo se mueve en el plano segiin la ecuacién

2~

7 = vgt cos i + (vot sin 7 — at?) j

Determinar la magnitud de la velocidad en las direcciones x y y, asi como
también la aceleracion y la trayectoria del cuerpo. Dibuje la trayectoria.
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9. Una particula se mueve a lo largo de la curva definida por

x=e'cost y=elsint z=e""'

Hallar:

a) La velocidad de la particula en cualquier instante de tiempo
b) La rapidez de la particula en t = 2
c) La aceleracion de la particula en cualquier instante de tiempo

d) La magnitud de la aceleracién de la particula en t = 2

10. El vector de posiciéon de una particula estd dado por

11.

12.

13.

7(t) = 3cos2ti +3sin2t] + (8t —4) k

a) Hallar un vector unitario T tangente a la trayectoria

b) Muestre que ¥ = vT

¢) Halle el radio de curvatura del movimiento

d) Halle el vector normal unitario,N, normal a la trayectoria

Demuestre que la aceleracién de una particula que viaja a lo largo de una
curva con rapidez v estd dada por

Hallar la aceleracién tangencial y la aceleraciéon normal de una particula
que se mueve sobre la elipse dada por

7 (t) = acos wti + bsin wt]

Demostrar que si una particula recorre una curva con una velocidad 7 y
una aceleracion 4, el radio de curvatura de la trayectoria es

p= v
[ -

U x 4|
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UNIDAD 5

CAMPOS VECTORIALES Y
CAMPOS ESCALARES

5.1. Campo escalar

Un campo escalar es una funcién real f, de varias variables en la que a cada
punto de un subconjunto de R” le asigna un valor en el conjunto de los nimeros
reales R.

f:R" >R (5.1)

En fisica el concepto de campo es fundamental, de tal forma que el valor
asignado por la funcién f a un punto determinado de R representa una magni-
tud fisica y el campo es, por lo tanto, la distribucién espacial de dicha magnitud
fisica. Por ejemplo, si la magnitud fisica es la temperatura entonces el campo
escalar definido por la funcién f, representa la distribucién espacial de la tempe-
ratura en un determinado espacio, el salén de clase, por ejemplo, en un instante
determinado.

Ahora bien, puesto que los sistemas fisicos, por lo menos en el nivel clasico,
evolucionan en un espacio tridimensional, es decir, de tres variables, entonces
los campos de interés para estas notas de clase son los campos definidos por
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funciones de dos y tres variables.

5.1.1. Campos o funciones de dos variables

Un campo o una funcién de dos variables es una funcién real f, que a cada
punto de un subconjunto de R? le asigna un valor en R.

f:R* =R (5.2)

La representacion grafica de un campo escalar corresponde a una superficie
representada en el espacio tridimensional.

Ejemplo

La funcién:

fxy) = /64— x> —y?

La cual asigna, por ejemplo, a la pareja (x,y) = (2,2) el valor de v/'56.

f:R*> =R

(2,2) — /56

Su representacion gréfica corresponde a la semiesfera o hemisferio superior
mostrado en le figura 5.1.

Muchas veces el andlisis de la superficie se dificulta por lo que se opta por
representarlo mediante mapas de contorno, también llamados como curvas de
nivel. Un mapa de contorno o una curva de nivel se obtiene ddndole valores
constantes a la funcién f (x,y). La figura 5.2 muestra las curvas de nivel o mapas
de contorno para f (x,y) =0,1,2,3,4,5,6,7,8
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Figura 5.1: f (x,y) = 1/64 — x2 — y?

Figura 5.2: Curvas de nivel para f (x,y) =0,1,2,3,4,5,6,7,8 de la fun-
cién de la figura 5.1

Ejemplo

La figura 5.3 corresponde a la superficie del paraboloide hiperbédlico definida
por el campo escalar

flxy) =x*—y
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Figura 5.3: Praboloide hiperbélico f (x,y) = x* — y?

Y la figura 5.4 son las correspondientes a los mapas de contorno o curvas de
nivel para ,f (x,y) = 2, —2,7,—4,6, —6,8, —8, las cuales son hipérbolas, con las
ecuaciones:

Correspondientes a las asintotas.
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\ /

Figura 5.4: Curvas de nivel del paraboloide hiperbdlico.
f (x’ y) = 2/ _21 4/ _41 6/ _6/ 8/ —8

5.1.2. Campos escalares o funciones de tres funciones

Un campo escalar o una funcién de tres variables es una funcién real f, que
a cada punto de un subconjunto de R3 le asigna un valor en R.

f:R* =R (5.3)
Ejemplo
La funcién

f(xyz) = x2+y2+22

Le asigna al punto (x,y,z) = (2,1,2) el valor de 9. Es decir:

f:RP*—=R
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(2,1,2) =9

Es obvio que, la representacién grafica de la funcién no es posible en cuanto
que se necesitan cuatro ejes para graficarla: un eje X, un eje Y, un eje Z y un eje

para f.

El estudio de los campos escalares o funciones de tres variables se realiza
por medio de las superficies de nivel, las cuales se obtienen asignandole un
valor constante a la funcién f (x,y, z). La figura 5.5 son las superficies de nivel
correspondientes a f (x,y,z) = 4,10.

Figura 5.5: Superficies de nivel de la funcion f (x,y,z) = x> + y? + 22
f(x,y,2z) =4,10

Ejemplo

Las superficies de nivel del campo escalar o funcién de tres variables dada
por la ecuacién

fryz)=x+y+z

Para los valores constantes de f (x,y,z) =1y f(x,y,z) = 4 corresponden
a planos y se muestran en la figura 5.6.
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Figura 5.6: Superficies de nivel de la funcién f (x,y,z) = x4y +z
f(xyz) =14

5.2. Campo vectorial

Un campo vectorial es una funcién vectorial de varias variables,

F=F(xy,2) (5.4)

La cual a cada punto de su dominio le asigna un vector correspondiente a
una determinada magnitud vectorial que acttia en dicho punto.

E:R" >V, (5.5)

La magnitud vectorial que acttia puede corresponder a una magnitud fisica,
por ejemplo, el campo gravitacional, el campo eléctrico etc. Por tanto, los campos
vectoriales de interés para estas notas de clase estdn definidos paran =2y 3.
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5.2.1. Campos vectoriales de dos componentes

Un campo vectorial de dos componentes es una funcién vectorial de dos
variables, la cual asigna un vector de dos componentes a cada punto del dominio
que es un subconjunto de R2.

F(x,y): R = W, (5.6)

Ejemplo

El campo vectorial

F(xy) =xi+yj

Asigna al punto (3,2) el vector

3i+2]

Es decir:

F(x,y):R> =V,

(3,2) — 3i42f

La figura 5.7 es la representacion grafica del campo vectorial en cuestion.
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Figura 5.7: Campo vectorial f (x,y) = xi + !/f

Ejemplo
El campo vectorial
G(x,y,z2) = <3z°+2f—|—fc) X (xf—i— yj+ zlAc)
El cual desarrollado queda como:
G(xy) = —yi+xf
Asigna al punto (2,5) el vector —5i + 2j. Es decir:

G(x,y): R =1,

(2,5) — (-5,2)

Su representacion grafica se encuentra en la figura 5.8
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Figura 5.8: Gréfica bidimensional del campo vectorial
G (x,y) = —yi+xj

5.2.2. Campos vectoriales de tres componentes

Un campo vectorial de tres componentes es una funcién vectorial de tres
variables, la cual asigna un vector de tres componentes a cada punto del dominio
que es un subconjunto de R3.

F(x,y,2):R* =W (5.7)
Ejemplo
El campo Gravitacional
F—_G ml;nz 5
r
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Es un campo vectorial que le asigna a cada punto del espacio, R3, el vector

F= —Gm;;nz (xf+yf+ zlAc)

Donde hay que recordar que:

r=1/x2+y?+ 22

Y, por tanto:

Fe_G miiip

(42 + g2 + 22) /2 (xz o Zk)

La figura 5.9 es una representacion gréfica del campo gravitacional, donde
se ha tomado

(xf+ yf—l— zk)
(2 4y + 2%

Figura 5.9: Grafica del campo vectorial F = —
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Ejemplo

El campo gravitacional en cercanias a la superficie terrestre, llamado el peso
de los cuerpos, asigna a cada punto del espacio el vector

(0,0,mg)
Es decir, es el campo vectorial
@ = mgk

Su representacion grafica se encuentra en la figura 5.10, donde se supuesto

mg = 5.

Figura 5.10: Grafica del campo vectorial en cercanias a la superficie te-

rrestre W = mgk

Es bueno tener en cuenta que los campos escalares, si bien no son escala-
res como tal, si se comportan como escalares; lo mismo puede decirse de los
campos vectoriales, los cuales, aunque no son vectores como tal, si se comportan
como vectores y, por ello, todas las operaciones definidas con vectores se pueden

realizar con los campos vectoriales.
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5.2.3. Campos Fisicos escalares
La energia potencial eléctrica

Puesto que toda carga eléctrica sumergida en un campo eléctrico experimen-
ta una fuerza dada por:

F =gE (5.8)

Entonces, el desplazar dicha carga de un punto a otro dentro del campo re-
quiere hacer un trabajo; dicho trabajo se define como la energia potencial eléctri-
ca en punto determinado b, cuando se calcula con referencia a otro punto a,
tomado como referencia; generalmente el infinito oo, donde se define la energia
potencial eléctrica como 0.

b—}
Up — —q/ E.dr (5.9)

Para el campo eléctrico creado por una carga eléctrica puntual la energfa
potencial eléctrica estd dada por:

I q1q2
=_— 192 1
Ug p——— Joules (5.10)

Donde una de las cargas, g1 por ejemplo, es la carga que produce el campo
eléctrico, mientras que la otra g3, es la carga que se desplaza.

El potencial eléctrico

Si la energia potencial eléctrica se calcula por unidad de carga, se obtiene el
potencial eléctrico V.

b—}
vz—/ E.dr (5.11)
a
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Para potenciales de dos variables (en el plano) los mapas de contorno o cur-
vas de nivel se llaman curvas equipotenciales. En potenciales de tres variables
las superficies de nivel se llaman superficies equipotenciales.

Para una carga eléctrica puntual, el potencial estd dado por:

q
- 12
= Ineg 7 voltios (5.12)

La figura 5.11, muestra, en el plano, el campo eléctrico, el potencial eléctrico
y las curvas equipotenciales para una carga eléctrica puntual. En el espacio las
superficies equipotenciales correspondes a esferas concéntricas.

SN
m\ﬁﬁ\'f//f
~— ‘\,"\. "‘ a"’- Ve ./" X

-d -1 - : +¥

Lﬁff/ \gﬁﬂg
ﬂﬁf/f \\\mm

l-" k-
r
V= cle.

Figura 5.11: Campo eléctrico y lineas equipotenciales creado por una car-
ga eléctrica puntual

La figura 5.12 muestra las lineas equipotenciales para un campo eléctrico
constante y las curvas equipotenciales correspondientes. Si el campo es el creado
dentro de un condensador de placas paralelas, las superficies equipotenciales
corresponden a planos paralelos a las placas del condensador.
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, V=k
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Figura 5.12: Grafica unidimensional del campo eléctrico y las lineas equi-
potenciales dentro de un condensador plano

La densidad

Para un material homogéneo, como, por ejemplo, una ldmina de aluminio o
de caucho, definir la densidad de masa como la masa de la ldmina dividida por
su volumen es vélido y a cada punto de la ldmina le queda asignado el mismo
valor de densidad. Es decir:

o= (5.13)

<I3

Pero si se trata de un material no homogéneo o algtin lugar, como, por ejem-
plo, un trozo de madera o, por qué no, el salén de clase, la definicién anterior
de densidad no es completamente valida, y, por tanto, el procedimiento debe
consistir en medir la densidad en cada punto mediante la eleccién de un volu-
men infinitesimal y medir la masa dentro de dicho volumen en cada punto del
material o de la regién escogida; es decir:

= Iim — 5.14
P A\I/IEOAV ( )

Hay que tener en cuenta que el campo escalar de densidad no solo es el
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de densidad de masa, sino que también existen otras densidades, como, por
ejemplo, la densidad electrénica de un material.

La temperatura

La temperatura en un determinado instante de tiempo, en cada punto de la
cuchara con que estamos revolviendo el aztcar en el café, o de cada punto del
salon de clase, en términos generales, no es la misma, por lo que se debe asignar
a cada punto de la cuchara o del salén de clase una determinada temperatura
en ese instante. Asi se ha establecido un campo escalar que asigna a cada punto
del objeto o de la regién un valor de temperatura determinado.

Puede suceder que en ese instante hallan puntos sobre la superficie de la
cuchara que tengan la misma temperatura, los cuales puedo conectar con una
curva, la cual se denomina como una curva Isoterma. En el caso del saléon de cla-
se puede existir superficies con igual temperatura, la cual se le llama superficie
Isoterma.

La presion

Debido a que en los fluidos (aire, agua, Aceite, Alcohol, lava, Salsa de tomate,
Gases nobles neén (Ne), xenén (Xe), Sangre etc.) las fuerzas que cohesionan a
sus moléculas son débiles, entonces los fluidos fluyen para adoptar la forma del
recipiente que lo contiene, la principal caracteristica por la que se los identifica.

Lo anterior conlleva a que los fluidos no puedan soportar esfuerzos cortantes
y por tanto las fuerzas que ellos ejercen sobre cualquier superficie o que las
superficies ejerzan sobre ellos sean perpendiculares a las superficies o a ellos en
cualquier punto. Se define, por tanto, la presién en los fluidos como la magnitud
de la fuerza normal a su superficie en algtn punto por unidad de area que
contenga dicho punto:

P=—F (5.15)

La unidad para la presién en el sistema internacional es, por tanto, el pascal,
en honor a Blas Pascal (1623-1662) Filésofo, fisico y matemaético francés.
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Pa=— (5.16)

Otras unidades conocidas son:

La atmésfera Presion ejercida por la atmésfera terrestre al nivel del mar.

1 atmésfera = 10°Pa (5.17)
El bar
1bar = 10°Pa (5.18)
Milimetros de mercurio
760mm de Hg = 1 atmosfera (5.19)

Las curvas que unen puntos de una superficie con igual presion se les
llama Isobaras o Isébaras.

Las superficies que tiene igual presion se le llama superficies Isobaras o
Isébaras.

5.2.4. Campos Fisicos vectoriales
Campo gravitacional

Es el campo de fuerza con que se atraen dos particulas de masas m1 y my, la
cual establecié en 1665 Isaac Newton.

(5.20)

Donde G se conoce como constante de gravitacién universal de Newton me-
dida por primera vez por Henry Cavendish (1731-1810), fisico y quimico britani-
co y francés en 1798.
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r es la distancia que une los centros de las dos masas y # el vector unitario
que se direcciona desde la masa m hacia la masa m;, si se trata de la fuerza que
se ejerce sobre my debido a m;.

En la figura 5.9 se muestra una representacién tridimensional del campo
gravitacional y en la figura 5.10 se muestra el campo gravitacional en cercanias
de la superficie terrestre, es decir:

F, =mg (5.21)

Campo eléctrico

Es el campo que crea una carga eléctrica puntual g, ley de Coulomb para
el campo eléctrico, nombrada asi en honor al fisico francés Charles-Agustin de
Coulomb (1736-1806), quien la enuncié en 1785.

— 1 ql
E= =7 22
47Teq 12 4 (5-22)

€0 es la constante de permitividad eléctrica del vacio y cuyo valor es 8,854 X 10~ 12Fjm
si la carga g1 se encuentra en el vacio o espacio libre. En cualquier otro medio la
permitividad eléctrica se denota como € y representa la forma en que un campo
eléctrico afecta o es afectado por un medio.

En la figura 5.11 se muestra una representacional bidimensional del campo
eléctrico creado por una carga eléctrica puntual positiva junto a el potencial
eléctrico y las curvas equipotenciales.

Campo de velocidades en un fluido

El campo vectorial

G(xy)=—yi+xf (5.23)



5.2. CAMPO VECTORIAL 155

Y cuya representacion gréfica se encuentra en la figura 5.8 bien puede ser la
representacion del campo de velocidades de la superficie del agua en un remo-
lino o del agua cuando se abre el desagiie de un lavamanos.

En la figura 5.13 se muestra una representacion del campo vectorial de velo-
cidades del agua en una tuberia cilindrica y cuya ecuacién es:

R

2
x2 + y?
oo 1o [ VTV (5.24)

e

o
s

Figura 5.13: Gréfica bidimensional del campo de velocidad de un fluido
dentro de una tuberia cilindrica

La figura 5.14 muestra bidimensionalmente el campo vectorial

V= ? (—xi +yj) (5.25)

Que representa la velocidad de un fluido (aire) cuando choca contra una
superficie plana, tal como una pared o una valla publicitaria.
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Figura 5.14: Gréfica del campo de velocidad de un fluido que choca contra
una superficie plana



Taller 6

1. Utilice cualquiera de los siguientes recursos, JP Math. Campos Vectoriales
en 2D https:/ /www.geogebra.org/m/snpf3Pfg, Instituto GeoGebra de La
Plata. Graficadora de campos vectoriales, https://www.geogebra.org/m
/VI9Afznt5, https://ggbm.at/Tn5epr9C,https:/ /ggbm.at/zDZHQhxv,
para dibujar cada uno de los siguientes campos vectoriales.

a) F=vyi—xf

b) G = (x,siny)
. 1.

c) A= 2xy—|—4x

d) A_/f:xf—l—yf—i—zfc
) Q=1i+7+k

2. Utilizar el siguiente recurso, https://www.geogebra.org/classic?lang=es,
para representar graficamente las siguientes funciones.

a) z=y?—x>—1

1
— 2 2
b) z 1 \/ 144 — 16x2 — 9y

3. Con el recurso Geogebra clésico, trace las curvas de nivel para cada una
de las funciones dadas para los valores dados.

a) z=x*4+4y> ¢=0,1,2,3,4

b) f(x,y) =1/9—x>2—y?> ¢=0,1,23

4. Con el recurso Geogebra clasico, trace la gréfica de la superficie de nivel
f (x,y,2z) = ¢, para el valor de c indicado.
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a) f(x,y,z2)=x—y+z c=1
b) f(x,y,z) =x*4+y*+22 c=9



UNIDAD 6

EL OPERADOR NABLA (V) Y
LOS OPERADORES
DERIVADOS. GRADIENTE,
DIVERGENCIA, ROTACIONAL
Y LAPLACIANO

6.1. El operador nabla, V

El operador nabla V es un operador diferencial parcial, de primer orden,
vectorial, que puede actuar sobre campos escalares y vectoriales. Como operador
en si no tiene ningun significado, éste lo adquiere una vez que acttie sobre algtin
campo. Se define como:

0, 0, 0=

Es bueno recordar que el orden en una ecuacién diferencial corresponde al
de la derivada de mayor orden que hay en la ecuacién. También vale la pena
resaltar que, aunque no se le coloca la flecha de vector, si hay que tener presente

159
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que es un operador vectorial y como tal se comporta como un vector.

6.2. El operador gradiente

Si

¢=¢(xyz2) (6.2)

€s un campo escalar, entonces:

Vo (x,y,2) (6.3)

Se llama el gradiente de ¢.

Josiah Willard Gibbs (1839-1903) fisico estadounidense es quien introduce
el concepto de gradiente.

Utilizando la definicién del operador nabla, se obtiene que el gradiente de
un campo escalar es:

d, d, 04
VCP (X, Y, Z) = (axl + @] + azk> 4) (xl%z) (64)
Ve (x,y,2) = 2 (g;cy,Z) 2, 99 (g,yy,Z) 749 (Jac;y,Z) P 65)

Ejemplo

Considérese el campo escalar

¢ (x,y,z) = 3x°2° + Iny’z
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hallar su gradiente.

Solucidn.

9 (3x%2% + Iny?z) ,
Vo (x,y,2) = ( e i

N 0 (3x%z° +In yzz)f{

0 (3x%2° + Iny?z) ,
ay J

2
Ve (x,y,z) = (6x2°) i+ (§y2> j+ <9x222 + yyzz) k

(2 1 -
Vo (x,y,z) = (6xz3) i+ (y) ]+ <9x222 + z) t
Nétese que el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial.

El valor del gradiente también puede calcularse para un punto del espacio
en particular.

Vo (x,y,2) (213

I
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s 9714
V(P (x, y, Z)(72’1’3) — _3241 + 2] - Tk

Ejemplo

La temperatura en un auditorio esta dada por

T(x,y,z)=x"+y*—z
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Un mosquito ubicado en el punto (1,1,2) en el auditorio, desea volar en
una direccién tal que se caliente lo mas pronto posible. ;En qué direccién, debe
volar?

Solucion

Hallando el gradiente de temperatura en el auditorio, se tiene que:

a(x2+y2—z)f+a(x2+y2—z)]¢+a(x2+y2—z)A

VT (xyz) = dx dy 0z

VT (x,y,z) = 2xi +2yj — k

Por lo tanto, el gradiente de temperatura en el punto (1,1,2) es:

A~

VT (x, y'z)(l,l,Z) =20+2]—k

Por tanto, en esta direcciéon debe volar el mosquito para calentarse lo mas
pronto posible pues en esta direccién se encuentra la mayor variacion de la tem-
peratura en el auditorio.

¢Has visto la ubicacién de los asistentes a una conferencia en la sala con aire
acondicionado?
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Figura 6.1: Distribucién méas probable de personas en un auditorio con
aire acondicionado

6.3. Propiedades del operador gradiente

1. El gradiente de un campo escalar es un vector perpendicular a la superficie
¢ (x,y,z) = cte en cualquier punto de ella.

El diferencial de ¢ (x,y, z) es:

dp — (Pd +a4y’dy+ a‘bd —0 6.6)

Utilizando el producto punto se puede escribir:

dp = <8(P +?)(§ -|-a¢ > o (dxf+ dyf-i— dzﬁ) =0 (6.7)
Es decir:
dp =V¢odr=20 (6.8)

Lo que demuestra la propiedad enunciada.

Obsérvese que el gradiente posibilita la construcciéon de vectores unitarios
perpendiculares a una superficie.

V¢
Vel

= (6.9)
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\ lﬁ-{x ¥, %) = cte
p )
X

Figura 6.2: El vector gradiente en un punto cualquiera de una superficie

La figura 6.3 muestra la superficie de nivel

l=x—y+z (6.10)

Y el vector gradiente,

Vix—y+2z)=(1,-1,1) (6.11)

Figura 6.3: El vector gradiente sobre la superficie 1=x —y + z en el
punto (1, —1,1)

2. El gradiente de un campo escalar corresponde a la derivada direccional
del campo escalar ¢ en la direccion d7las, y, ademds, su magnitud es igual
a la mayor variacion del campo escalar en dicha direccion.
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La derivada direccional del campo escalar ¢ en la direccién —, es:

ds

d¢ _ dpdx dpdy d¢dz

dS ~ 9xdS ' 9ydS ' 9zdS (6.12)
Utilizando el producto punto, se tiene:
d4) a¢ 0P » cp dy. dz,
Es decir:
d¢ ar
1= V¢o 73 (6.14)
Como
ar
7S (6.15)
es un vector unitario, entonces:
d¢
— 1
79 (6.16)
: o dr
es igual a la componente de V¢ en la direccién i
Ademads, como:
V¢ ° 75 d cos 6 (6.17)

Por lo que:

d¢ _
(), = v o0
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6.4. Laley de transmision del calor por conduc-
cion

En 1822, Jean-Baptiste-Joseph Fourier (1768 - 1830) Ingeniero y matemdtico
francés, public6 su trabajo Teoria analitica del calor y con él su ley de transmi-
sion del calor por conduccién, la cual establece que

En un medio homogéneo el flujo de calor que se transmite desde una fuente
caliente hacia una fuente fria. es proporcional al drea transversal del medio
mediante el cual se transmite el calor y al gradiente de temperatura, pero en
direccion contraria a éste; la constante de proporcionalidad se llama la
conductividad térmica del conductor (k).

dQ T
a7 = _kAE (6.19)
Fuente caliente Fuente fria

N

T

|

S

|

|
I_‘_..L

Figura 6.4: Transmisién del calor por conduccién

Las unidades de la conductividad térmica, k, en el sistema M.K.S son:

4%

[k] MK.S — mK (6.20)
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Siguiendo la notacién utilizada por Newton, d—? suele escribirse como Q.

Si se mira la ley de Fourier, se puede interpretar el gradiente de temperatura
como la razén entre la diferencia de temperatura entre dos puntos y la distancia
que los separa. Interpretacién similar se puede hacer de otros gradientes:

Gradiente de altura Mide el grado de inclinacién de algo, por ejemplo, de un
terreno. Se mide mediante la pendiente de la inclinacién, es decir, median-
te la razén entre la distancia vertical y la distancia horizontal. Sin maés
palabras por la pendiente. Sin embargo, en las competencias ciclisticas se
suele oir que un determinado premio de montafia tiene un gradiente de
tantos grados.

Gradiente de presién La diferencia de presién entre dos puntos de un fluido.
En el aire este gradiente de presién es aprovechado por el chulo o gallinazo
para alcanzar grandes alturas y grandes distancias sin el movimiento de
sus alas.

Gradiente de voltaje La relacion entre los voltajes de dos superficies equipo-
tenciales, es decir, entre dos superficies que tienen el mismo potencial en
todos sus puntos.

Gradiente de concentracién Muy utilizado en quimica. Mide la diferencia de
concentracién de iones, entre dos puntos dentro de una membrana, por
ejemplo.

Y asi...

6.5. El operador Divergencia

Sea F (x,y,z) un campo vectorial; si lo operamos segun el producto punto
con el operador nabla se obtiene lo que se denomina la divergencia del campo
vectorial F (x,y, z). Es decir:

Vof(x,y,z)
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Se llama la divergencia de F.

Si se considera que el campo vectorial es:

F(x,y,z) = i+ Fj + Ek (6.21)

Entonces:

=1 a ~ a 2~ a ~ ~ ~ S
VoF(x,y,z)= <8x1+8y] azk> o (sz + Fyj+ sz> (6.22)
VoF(xy,z) = S +—ay ~|——az (6.23)

Obsérvese que la divergencia de un campo vectorial da un campo escalar.

Ejemplo
Considérese el campo vectorial
F(x,y,2) = 3x%2% + 4y’xz] — 2°k
Entonces:

9(3x2z%) N 9 (4y*xz) N o(—2z%)

Flxyz) = ox Iy 0z

F(x,y,z) = 6xz* + 8yxz — 32

Esta divergencia puede calcularse en punto cualquiera del espacio, por ejem-
plo, (—2,1,4)
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F(x,9,2)(p0 = 6(=2) (4) +8(1) (-2) (4) —3(4)*

ﬁ(x,y,z) = —304

La pregunta es, ;304 qué? Si suponemos que el campo

F(x,y,2z) = 3x22% + 4y%xzj — 2°k

nos describe la velocidad del agua en cada punto del espacio, entonces se
dirfa que en el punto (—2,1,4) del espacio estd entrando un flujo de agua de

—304™"
sg

Es decir que la divergencia de un campo vectorial se puede interpretar como
el flujo del campo en cuestiéon por unidad de volumen cuando el volumen tiende
a cero.

Es decir:
VoFE(x,y,z) = lim 1]{1?0015
Y2 = GV

Donde 7{ FodS es una integral de superficie o una integral de flujo. Por

ello, una divergencia positiva se asocia a una fuente de campo mientras que una
divergencia negativa se asocia con un sumidero. Es decir que, si en un punto
del espacio la divergencia de un campo vectorial es positiva, se considera que
desde ese punto el campo estd divergiendo, en caso contrario se considera que
el campo estd convergiendo en dicho punto.

Ejemplo

Hallar
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Vo (1’3?)

El vector de posicion 7 es:

Y su magnitud es:

r=/x2+y?+ 22

Por lo que el ejercicio a resolver se puede escribir como:

Vo (P7) = Vo [(x2+y2 +22) (xf+yf+zfc>]

7 05 0+ 02 3/2 o ~ ~

37) = ( 27 25 7 2., .2, .2

Vo (r'7) = <axl+ay]+azk)o[(x +y* +2%) <x1+y]+zk>]
Vo (r7) :% [(x2+}/2+22)3/1 x+aay [(x2+y2+z2)3/1 y

d 3/2
e

Realizando la derivada con respecto a x, se tiene:

p )1/2 (2x) x + (¥ +y* + 22)3/2

(x2 + 2+ 22)3/2 x} = % (x2 +y* + 22

Similarmente:
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3

d 3 3
8y[(x2+y2+22) /zy]=(2+y2+zz /2

1
5 ) /2 Qy)y+ (¥ +y* +2%)

d
= [(x2+y2+22)3/22] = % (PP +2) 220zt (R4 +2)

Por tanto:

)1/2 )3/2
)72

3/2

Vo (r'F) =3 (x> +y*+2°) "+ (P +y* + 27

)72

+3 (2 +y*+28) T+ (P A+ 2

+3(x2—|—y2—|-22)1/222+(x2+y2—|—zz)

Vo (P7) = (3 (x + 2 +22) (x2+y2+z2)+3(x2+y2+z2)3/2

Vo (rPF) = [3r]r* + 37

V o (r3?) =6r°

1
47Teg 12
carga eléctrica puntual tiene divergencia positiva diferente de cero cuando la
carga eléctrica es positiva y su divergencia es negativa diferente de cero si la
carga eléctrica que lo produce es negativa, por eso suele representarse como:

En fisica se tiene que el campo eléctrico, E =

7 producido por una
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Figura 6.5: Campo eléctrico convergente y campo eléctrico divergente

El campo eléctrico dentro de un condensador de placas planas paralelas tiene
divergencia cero, si no se tienen en cuenta las deformaciones en los extremos.

Figura 6.6: Campo eléctrico con divergencia cero

. = . .
La divergencia del campo magnético B, producido por un solenoide es cero,

al igual que la divergencia del campo magnético B producido por un iman de
barra.
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Figura 6.7: Campo magnético con divergencia cero

Se dice que, en general, todo campo vectorial que tiene divergencia nula en
todo punto es solenoidal. Aunque hay que tener presente que para ello existe
una condicién fuerte.

La segunda ecuacién de Maxwell o ley de Gauss para el campo magnético,
nos dice que el campo magnético en general es solenoidal.

VoB=0 (6.24)
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Figura 6.8: Representacion tridimensional del campo r°7

6.6. El operador rotacional de un campo vecto-
rial

Sea el campo vectorial

A=A+ Ayj+ Ak (6.25)
entonces:

—

V x A (6.26)

Se llama el rotacional del campo vectorial A.

Utilizando la definicién del operador nabla, se tiene que el rotacional del
campo vectorial A es:
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b a ~ a ~ a ~ ~ ~ N
Vx A= <axz+ay +azk> < (Ad+ Agf+ AK) (6:27)

Resolviendo por medio del determinante:

i ]k
- la o @
VxA=|o 5 9 (6.28)

— . aAZ aAy ~ an aAZ 2 aAy an 7.

Ejemplo

Hallar el rotacional del Campo Vectorial
M = 2x%yi — 23] + x2%k

Solucién
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VxM= (32%2)i— (%) ] — (2:) k
Calculado en el punto (—1,3,1) sera:
V X M(*l,ﬂ’),l) = 81{—JA— 2]%

Ejemplo

Hallar

<

X
N
S| =t
SN—

Recordando que:

1
r=(*+y*+2%) /2
Entonces:
Vx<rz)—v <x;+y]2+zlz>
r x>ty -+z
B i ] k
ry _ 9/ax 9/9 9/0z
V X (r2> = P yy .

X2y 4z2 2ty +z2 2 4yP otz
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r
r? ay oz
x z
n x2+y2+22 x2+y2_|_22 .
0z ox I
Yy 9 X
X2+ y2 422 22 +22) |,
+ k
ox o

Realizando la primera derivada, se obtiene:

z 2207 0 (x? +y? 4 22)
a<x2+y2+zz> B (x*+y H)ay z dy
%y (22 +y2 +22)°
ol — 2
2+y*+z2)  0-2yz
Iy (x2 + 2 + 22)?
o2
x2+y2+z22) —2yz
oy (a2 +y2 +22)°

Similarmente las otras derivadas dan:

oY
x2+y2+22) 2yz
0z (xZ + y2 + 22)2

177
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ol —*
x2+y2+z22) —2xz
0z (22 + 12 4 22)°
ol — %2
x2+y2+22) 2xz
ox (22 + 12 4 22)°
ol Y
x2+y2+z22) —2xy
ox (22 + 2 4 22)°
ol Y
x2+y2+22) 2xy
ox (X2 + 12 + 22)2

Por lo que

>

7 —2yz 2yz
Vx|5|= + i
<72> <(x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2>

—2xz n 2xz N
Gty t2)?  (2typria)?)’

Pl

—2xy n 2xy
(2 + 12 +22)° (22412 + 22)?

Por tanto:

<
X
/~
S| =t
~
Il
l

Notese que el rotacional de un campo vectorial es otro campo vectorial.
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El rotacional de un campo vectorial se puede interpretar como la circulaciéon
del campo vectorial sobre un camino cerrado que limita un drea con direccién
normal a ella misma cuando el drea tiende a cero. Es decir:

- .1 T
v x A_Alér_r:OE%Aodr (6.30)

Fisicamente se puede pensar en la siguiente situacion. Si se estd a orillas de
un rio uno encuentra regiones del rio donde el agua corre mansamente (ahi es
donde nos bafiamos los que no sabemos nadar); si uno construye un molinete
y pone en contacto uno de los brazos del molinete con el agua, el molinete
no gira. Se dice entonces que el agua en esa regién no tiene rotacional, 0 mds
precisamente que el campo de velocidades del agua tiene rotacional cero. Pero
en otras regiones del rio, al poner en contacto el molinete con el agua, éste
comienza a girar. Se dird entonces, que en esa region el campo de velocidades
tiene rotacional diferente de cero.

Ni que decir del campo de velocidades en aquellas regiones peligrosas de los
rios y que se llaman remolinos. Igual sucede con el campo de velocidades de los
tornados. También rota el campo magnético alrededor de una corriente eléctrica,
tal como lo establece la ley de Ampere, y el campo eléctrico en una espira tal
como lo establece la ley de Faraday-Lenz.

I
D,

=]
l

tol
=~11

Figura 6.9: Ley de Ampere
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Figura 6.10: Ley de Faraday - Lenz

Figura 6.11: Representacién tridimensional del campo %
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6.7. El operador laplaciano de un campo escalar

Sea

P =D(x,y,2) (6.31)
un campo escalar.
Entonces:
V20 (x,y,z2) (6.32)
Se llama el laplaciano de .
Teniendo en cuenta que
Fo?=r? (6.33)

entonces el laplaciano se puede interpretar como:

V2P =VoVd (6.34)

Es decir, la divergencia del gradiente de ®.

El laplaciano es, por lo tanto:

¥®+¥¢+$¢
ax2  Jy? 022

V2P = (6.35)

Ejemplo

Encontrar
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VZ (XSyZexz)

en el punto (1, —1,1).

aZ (XByZexz) N 82 (XByZexz) N aZ (x3y23xz)

2 3.2 xz\ __
Vv (xye )_ ox2 dy? 072

o) (3x2y2€xz + x3yZZexz) ) (2x3yexz) o) (x4y26xz)
+ +
ox ay 0z

VZ (X3y2€xz) —
VZ (x3y2exz) — (6xy26xz + 2x2y226xz —|—3X2]/226xz + XByZZZexz)
+ (2x36xz) + (XSyZexz)
Calculando en el punto (1, —1,1) se tiene:

V2 (x?’yze"z)(],_l’l) = (4e+2e+3e+e)+ (2¢) + (e)

V2 (x3yzexz)(1,_1,1) = 13e

6.8. Clasificacién de los campos

6.8.1. Campo vectorial incompresible o solenoidal - con-
servativo o irrotacional

Cuando un campo vectorial A tiene divergencia nula, se dice que el campo
es un campo vectorial solenoidal o un campo vectorial incompresible.

Si
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VoA=0 (6.36)
A es campo vectorial solenoidal o campo vectorial incompresible

De otra parte, si el rotacional del campo vectorial A es nulo entonces se dice
que el campo vectorial A un campo vectorial irrotacional o un campo vectorial
conservativo.

Si

VxA=0 (6.37)
A es un campo vectorial irrotacional o conservativo.

Un campo vectorial A con ambas condiciones es por tanto un campo vectorial
incompresible o solenoidal- conservativo o irrotacional.

Un campo vectorial que cumple con ambas condiciones es de la forma:

A=k (6.38)

En la figura 6.12 se muestra una representacioén tridimensional de un campo
de este tipo para k = 3 y en la figura 6.13 una representacién bidimensional.

También puede decirse que A es un campo uniforme.

Definicion.

Cuando un campo vectorial A es conservativo se puede expresar como me-
nos el gradiente de un campo escalar U, el cual se llama el potencial de A.
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Si A es un campo vectorial conservativo entonces:

N
I

—vu (6.39)

Figura 6.12: Representacion tridimensional de un campo vectorial sole-
noidal conservativo

hhhhhhhhhhhhhhhhhh

- o T = e s e e e o o= o o e T o=

Figura 6.13: Representaciéon unidimensional de un campo conservativo
solenoidal
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6.8.2. Campo vectorial convergente (divergente) e irrota-
cional (conservativo)

Un campo vectorial cuya divergencia sea diferente de cero se llama un campo
vectorial divergente o convergente. Serd convergente si el campo fluye hacia un
punto del espacio (una carga eléctrica puntual negativa, por ejemplo) y sera
divergente si el campo fluye desde un punto del espacio (una carga eléctrica
puntual positiva, por ejemplo).

Si

VoA#0 (6.40)
A es un campo vectorial convergente o divergente.

Si ademas el campo vectorial A es conservativo (irrotacional), es decir:

VxA=0 (6.41)

VoA>0 (6.42)

Entonces se habla de un campo de un campo vectorial conservativo (irrotacional)-
divergente cuya ecuacion es de la forma:

A=k?P (6.43)

Donde k es una constante.

Pero si el campo vectorial A es conservativo (irrotacional), es decir:
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VxA=0 (6.44)

-

VoA<0 (6.45)

Entonces se habla de un campo vectorial conservativo (irrotacional)-convergente
cuya ecuacién es de la forma:

A=—kr (6.46)

Donde k es una constante.

La figura 6.14 muestra un campo vectorial conservativo - Divergente, mien-
tras que la figura 6.15 muestra un campo vectorial conservativo - convergente,
en ambas gréficas

Figura 6.14: Campo vectorial conservativo divergente
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SNNNNNGH AT
SNNN\WN /S
SN J S

‘Hn*“ﬂ"“‘“h‘\‘.}/"f“'f".rﬂ‘*r"
e SN NN
o0 T VNN
2777 T T VNN

Figura 6.15: Campo vectorial conservativo convergente

6.8.3. Campo vectorial Solenoidal (incompresible) no con-
servativo

Un campo vectorial cuya divergencia sea igual a cero, pero su rotacional sea
diferente de cero se llama un campo vectorial solenoidal no conservativo.

Si el campo vectorial A es solenoidal

VoA=0 (6.47)

Pero no conservativo

VxA+0 (6.48)

Se dice que A es un campo solenoidal no conservativo.
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Su ecuacion es de la forma

A=kx7 (6.49)
Con
k = constante (6.50)
Por ejemplo, el campo vectorial
G(x,y,z2) = <3f—|— 2] + I%) X (xf—i— yj+ zlAc) (6.51)
Cuyo desarrollo da:
G(x,y)=—yi+xf (6.52)

Es un campo vectorial solenoidal no conservativo.

Facilmente se ve que su divergencia es cero, pues su segunda derivada da
cero. De otra parte:

ik
- o Jd 0
VxA= % ay oz (6.53)
-y x 0
g (90 _9x\; (90 _dy)., (0 Iy\g
VxA_(ay 82)1 (Bx az>]+<8x ay)k (6.54)

VxA=—k (6.55)
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Figura 6.16: Campo vectorial solenoidal no conservativo

6.8.4. Campo vectorial divergente (convergente) no conser-
vativo

Un campo vectorial cuya divergencia sea diferente de cero, y su rotacional
también sea diferente de cero, se llama un campo vectorial divergente (conver-
gente) no conservativo.

Si el campo vectorial A es tal que

VoA+#0 (6.56)

Y A es no conservativo

VxA+0 (6.57)

Se dice que A es un campo divergente (convergente) no conservativo.
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Su ecuacion es de la forma

A=kx7+cF (6.58)
Con
K y € constantes. (6.59)
Por ejemplo, el campo vectorial
G(x,y,2) = (3f+ 2] + I%) X (xf+ yj+ zIAc) + (xf+ yj+ zfc) (6.60)
Cuyo desarrollo da:
é(x,y)z(x—y)f+(x+y)f+zk (6.61)

Es un campo vectorial divergente no conservativo. Figuras 6.17 y 6.18.

Figura 6.17: Campo vectorial divergente no conservativo
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Figura 6.18: Campo vectorial convergente no conservativo
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TALLER 7

10.
11.
12.

13.

14.

Hallar V¢ siendo ¢ = (x> +y* + 2*) e” V x24y? 422

. Siendo ¢ = 2x%y?z%, hallar Vo V¢.

. Hallar V [7)°.

= N

Siendo A = - hallar V (V o Zf)

n—27

. Demostrar que Vr" = nr" 7

. Siendo @ un vector constante y ¥ = @ X ¥, demostrar que V o7 = 0.

hallar un vector unitario perpendicular a la superficie del paraboloide de
revolucion z = x? 4+ y2 en el punto (1,2,5).

. Siendo F = x?yz y G = xy — 322 hallar V [(VF) o (VG)].

. Si A = k¥ muestre que Vo A= 3k, siendo k una constante.

Si A = k x 7 mostrar que A es solenoidal.
Siendo ¢ = 2x3y?z*%, hallar V o V ¢.

(Para qué valor de la constante « el campo vectorial

A= (axy—2°) i+ (0 —2) 2% + (1 —a) x2%k

es irrotacional?

7

Siendo A = - hallar V (V o Zf)

r

Demostrar que V21" = n (n+1) "2

193
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
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Demostrar que V X (¢pVeg) = 0.
Encontrar V X (exyf + sin xyJ + cos? leAc>
Calcular Vo V x A si A = x%yi + 2z — 2xzk

1
Pruebe que V2 (Inr) = 3
Mostrar B = (y + zcos (xz)i + xf + x cos (xz)lAc) es un campo
conservativo.

Para un campo escalar V, mostrar que V X VV = 0.

Determinar cudles de los siguientes campos vectoriales son conservativos.
Hallar la funcién potencial para los que son conservativos. Clasifique cada
uno de los campos vectoriales.

a) F(x,y,z) = xy?22% + x2yz2] + x2y2zk
A Z, XZ,, Xg,

by Q(x,y,z) =—-1——j+ —-K
(x,y,2) STty

= X ~ S ~
c) P(x,y,2)=x2+y21+ I j+k
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Apéndice A

GRAFICAS ESCALARES Y
GRAFICAS VECTORIALES

En alguna ocasién tuve que recibir una exposicién que incluia la ley de Hoo-
ke y me presentaron algo ast:

Figura A.1: Gréfica equivocada de la ley de Hooke.

Inmediatamente pregunté por qué si la recta tenia pendiente negativa estaba
en el primer cuadrante y no en el segundo o cuarto cuadrante. Lo cierto era que
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ellos estaban confundiendo la ecuacién escalar con la ecuacion vectorial de la ley
de Hooke. Es decir:

F= —k% Ecuacién vectorial de la ley de Hooke (A1)

F =kx Ecuacion escalar de la ley de Hooke (A.2)

Pues hay que recordar que la magnitud de un vector es siempre positiva. De
tal forma que las respectivas gréficas son:

Fiz)= 2=

Figura A.2: Gréfica magnitud de la fuerza - estiramiento en la ley de
Hooke.
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Figura A.3: Gréfica Fuerza - estiramiento de la ley de Hooke.

La diferencia entre una gréfica escalar y una gréfica vectorial también puede
observarse en el problema de la caida de una particula dentro de un medio que
le produce una friccién en su movimiento, Grafica A.4 y Grafica A.5.

I?T'

v,=-5e2+5

iy =0

Figura A.4: Grafica rapidez - tiempo para una particula que cae dentro
de un fluido.
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Figura A.5: Gréfica velocidad - tiempo para una particula que cae dentro
de un fluido.

En la primera gréfica se observa cémo aumenta la magnitud de la velocidad
de la particula desde un valor cero hasta la denominada velocidad terminal,
en tanto que, en la segunda gréfica se observa como crece el vector velocidad
desde una magnitud cero hasta una magnitud igual a la velocidad terminal si se
considera la caida negativa.

Para ilustrar un poco més la diferencia entre una gréafica escalar y una grafica
vectorial se va a considerar una situacién sencilla con el movimiento rectilineo.
Es que tengo la sensacion (o, ;la certeza?) que con la llegada del software la
construccion y andlisis de graficos ha perdido interés, pero que para mi es fun-
damental, més si se estudia una carrera para la ensefianza de la fisica.

Supdngase que un automovil se desplaza como sigue: parte de un punto O
y avanza hasta un punto A durante 3 segundos con velocidad constante; luego
parte hacia un punto B durante 2 segundos con aceleraciéon constante. En B se
detiene durante 2 segundos y después se desplaza hacia un punto C con velo-
cidad constante durante tres segundos y donde vuelve a detenerse durante 1
segundo para luego regresar hasta D con velocidad constante durante 2 segun-
dos.
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t=1s
v=20

0 t=3s A t=2s B ¢

v = cte a = cte t=12s
r=20 -
D t=2s ¢
v = cte
Figura A.6:

Para realizar las graficas se tomaron los siguientes valores: entre O y A a la
velocidad se le asigné un valor de 1. La aceleracién entre A y B se tomé como 2.
La velocidad entre B y C se le dio un valor de 2, y entre C y D la velocidad fue
de 3.

La grafica A.7 corresponde a la grafica espacio recorrido o desplazamiento,
xvst. Se puede observar que el desplazamiento total del automévil fue de 22
unidades en un tiempo total de 13 segundos.

La grafica A.8 es la grafica posicién — tiempo, ¥ vs r. Nos indica, mediante el
vector Ax que al final del recorrido el automévil ha tenido un cambio de posicién
de 4 unidades en los 13 segundos de recorrido respecto a su punto de partida.
Obsérvese también, que la recta entre los 10 y los 13 segundos tiene pendiente
negativa, pues corresponde a la velocidad de regreso, la cual es negativa si las
velocidades de ida se toman como positivas.

Figura A.7: Gréfica de rapidez - tiempo
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Figura A.8: Grafica posicion - tiempo

La gréfica A.9 corresponde a la grafica rapidez- tiempo, vvst. Se puede
observar que en el trayecto A-B se comienza con una rapidez inicial de 1 y
se termina con una rapidez final de 5. La pendiente de la recta corresponde
a la aceleracién 2. Obsérvese también que el drea total encerrada en la gréfica
corresponde a la distancia total recorrida de 22 unidades.

D

1 R N ——

g = = = == —

Figura A.9: Gréfica rapidez - tiempo
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L

|
I
|
z [ AB 1
I | B
1 1 I
(x| [ 1 B 1 . r
14

Figura A.10: Gréfica velocidad - tiempo

La gréfica A.10 corresponde a la gréfica velocidad — tiempo, T vs t. Obsérvese
que la velocidad para el trayecto C-D es negativa pues es la velocidad de regreso,
la cual es de direccién opuesta a las otras velocidades.

A-H

Figura A.11: Grafica magnitud de la aceleracién - tiempo

La gréfica A.11 corresponde a la gréfica magnitud de la aceleracién — tiempo,
avst, pero también puede corresponder a la gréfica aceleracién — tiempo, , pues
solo se asigné aceleracién al trayecto A-B.
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Pero para completar el ejercicio, si se le hubiera asignado aceleracién al tra-
yecto de regreso C-D, las gréficas correspondientes, avst y dust , serian las
gréficas A.11 y A.12, las cuales se diferencian en la aceleracién del trayecto C-D
que es de direccién opuesta a la aceleracion del trayecto A-B.

o B B C

Figura A.12: Gréfica aceleracién - tiempo



Apéndice B

LA COMPOSICION DE
MOVIMIENTOS SEGUN
GALILEO

“...puesto que Ptolomeo, Tycho, y otros astrénomos y fildsofos, aparte de los ar-
gumentos de Aristételes, confirmados y fortificados por ellos; presentan otros nuevos,
considero que bien se podrian oir todos a la vez, para no tener que hacer la réplica luego,
con las mismas o similares respuestas dos veces. Ast, Sr. Simplicio, preferis referirlos vos
mismo, o bien queréis que yo os alivie de esa carga; estoy dispuesto a complaceros”.

Le propone Salviati a Simplicio, quienes, junto a Sagredo, discuten sobre el
modelo Tolemaico y el modelo Copernicano para explicar el universo. A lo que
Simplicio responde:

... “Prefiero que sedis vos quien los expongiis, ya que, por haber hecho mejor estudio
de ellos, lo haréis mds rapidamente e incluso los aportaréis mds numerosos”.

“Salviati. Sea como vos queréis. Todos, pues, presentan como mejor prueba, la de-
ducida de la experiencia de los cuerpos graves, los cuales, cayendo desde lo alto, siempre
lo hacen por una linea recta y perpendicular a la superficie de la Tierra; argumento, con-
siderado irrefutable, de que la Tierra es inmévil; pues, si ella se moviese con la rotacion
diurna, al dejar caer una piedra desde lo alto de una torre, y al ser arrastrada la torre
por la rotacién de la Tierra durante el tiempo que la piedra emplea en su caida, aquélla
correria muchos centenares de brazas hacia oriente, y la piedra, en consecuencia, habria
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de caer otro tanto espacio desplazada de la torre. Este efecto lo confirman con otra expe-
riencia, es decir, dejando caer una bola de plomo desde la cima del mdstil de una nave
en reposo y sefialando el lugar exacto donde esa bola incide, que es proximo al pie del
mdstil; y dejando caer la misma bola desde el mismo punto de la cima del mdstil, estando
la nave en movimiento, se observard que el punto de incidencia estard alejado del primer
punto sefialado en tanto espacio cuanto ha sido el del avance de la nave; y esto lo explican
diciendo que el movimiento natural de una bola puesta en libertad es el de dirigirse en
linea recta hacia el centro de la Tierra...”

Después de una ardua y larga discusion Salviati concluye:

... "“Seria, pues, su movimiento un compuesto de dos, esto es, aquel con que mide la
torre y aquel con que la sigue; de ese compuesto resultaria que la piedra describiria no
una linea simple recta y perpendicular, sino una transversal y tal vez no recta”.

Este es el principio de composicién de los movimientos que establece Galileo,
y que puede formularse como:

Si un cuerpo se encuentra sometido a mds de un movimiento, cada uno de
los movimientos se desarrolla con independencia de los demads.

Este es el caso de la bola de plomo cayendo de la cima de un mastil de un
barco que se mueve. Puesto que la altura del mastil de un barco o velero es de
alrededor de 16 m, se comprende que la curvatura de la tierra no tiene mayor
incidencia en la situacién, por tanto, puede considerarse que el barco se mueve
en linea recta y con velocidad constante.

Por lo tanto, la caida de la bola de plomo se encuentra sometida al movi-
miento rectilineo uniforme del barco (o como dice Galileo, la bola participa del
movimiento del barco) y al movimiento de caida libre cuando se observa el bar-
co desde la orilla. Para quienes viajan en el barco, por llevar la misma velocidad
horizontal que la bola y el barco veran caer la bola directamente hacia el piso. Es
decir:

Desde la orilla

x = vt (B.1)

y =gt (B.2)
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Y, por tanto, eliminando el pardmetro t, se tiene:

_ 8 .2
y= 202x (B.3)

Que es la transversal y tal vez no recta que decia Galileo y que nosotros llama-
mos Parabola. Desde el barco:

_1 5
y= st (B.4)

La bola cae en linea recta.
Para ambos la bola cae justo al pie del mastil.

La participacion del movimiento del barco por la bola de plomo, lo saben
muy bien quienes se bajan de un carro en movimiento, pues saben que al des-
prenderse del carro llevan la misma velocidad del carro y por tanto deben saltar
de tal manera que paren paulatinamente.

o .

]jI

NEVAVAVA

Figura B.1: Caida de una masa desde lo alto de un mastil de un velero en
movimiento segin Galileo.

K
Suponiendo una velocidad de 40%, 11’1:; , para Simplicio (los aristotéli-

cos) La bola de plomo caeria:
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x= <11,1S";> (1,0859) (B.5)

x = 11,98m (B.6)

Por detras del mastil.

Y, ;qué pasa si la bola de plomo cae desde una torre de 400m de altura, la cual
es arrastrada por la rotacién de la tierra? En este caso la curvatura y la rotacién
de la tierra deben tenerse en cuenta y, la situacién se analiza desde el punto de
vista de un observador ligado a la tierra el cual es un observador no inercial que
observa la bola de plomo en caida libre. Al fin y al cabo, en la época de Galileo
pensar en un observador inercial ubicado en el espacio era poco probable el cual
observaria efectos como la fuerza de Coriolis.

Se sabe que:

ST
Il
St
X
=

(B.7)

Donde w es la velocidad angular de la bola de plomo cuando se encuentra
sobre una circunferencia de radio 7.

Asumiendo que la 6rbita es circular, entonces:

v =wr (B.8)

Por lo tanto, la velocidad en la punta es mayor que en el piso. En caida libre
después de un tiempo t habra descendido



Figura B.2: Caida de bola de plomo segtin Galileo.

1 2

Y por lo tanto la velocidad tangencial se habrd disminuido en
1
Av = w-gt?
v=w5g

Para un tiempo T total de caida tendremos

1

H=_gT?

28
2H
T=,—
8

Y, como:

Ax
Av = —
Y

Entonces:
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(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)
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t
Ax = / L ogtar (B.14)
0 2
1 3
Ax = gng (B.15)
3
1 2H\ 2
Ax = —wg [ == B.16
X = cuwg ( g ) (B.16)
Calculando para 400m:
3

Ax = 1 (727 x 1075) sglo,g 1 [ 22200 (B.17)

6 sg 98—

4 ng
Ax = 8759,38 x 10 °m (B.18)
Ax = 0,088m (B.19)

Para
H = 4Km (B.20)
3
1 m [ 2 x 40000m 2

Ax = — (727 x107°)sg 198— | =—— (B.21)

6 5g 9,872

S

Ax = 276952,95 x 10 °m (B.22)
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Ax = 2,76m (B.23)

Sila bola de plomo cayera exclusivamente con un movimiento de caida libre,
la bola de plomo caeria:

x = wrt (B.24)

_ 51 3
X = (7,25 x 1077sg ) (6371 x 10°m) (9,03sg) (B.25)
x = 4170,9m (B.26)

al oeste de la torre segtin Simplicio (los aristotélicos).

Figura B.3: Caida de la bola de plomo segun la teorfa Aristotélica
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Apéndice C

LA LEY DE GRAVITACION
UNIVERSAL

NEWTON AL VOLANTE

El astronauta Bill Anders iba camino a la luna en el Apolo 8 cuando, en una comu-
nicacién por radio, su hijo pequerfio le pregunté quién conducia la nave. Isaac Newton,
replicé Anders, con lo que quiso decir que no hay necesidad de conducir una nave espacial
como se conduce un coche, continuamente, sin quitar la vista del camino, corrigiendo el
rumbo con ligeros golpes de volante, de acelerador y de freno. Tras el lanzamiento, una
vez fuera de la atmdsfera, la nave queda a merced de la fuerza de gravedad, como cual-
quier objeto en el espacio. Si las cosas estdn bien calculadas (si se han sabido ajustar las
condiciones iniciales), sucede lo que dice el capitdn Haddock cuando el profesor Tornasol
le prequnta retéricamente qué cree que ocurrird si el cohete en el que viajan sigue avan-
zando en direccién a la luna: Acabariamos por llegar, supongo. (de Régules, Sergio.
Las teorias del caos y la complejidad. El mundo es un caleidoscopio. Coleccién descubrir
la ciencia. Impresa Ibérica. Espafia. 2016.)
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Figura C.1: Isaac Newton1642 - 1727

Para deducir la ley de gravitacién universal, puede considerarse que un pla-
neta con masa gira alrededor del sol siguiendo una ¢rbita circular, lo cual no le
quita validez alguna pues, al fin y al cabo, las érbitas de los planetas tienen ex-
centricidad pequefia; Venus 0.0068, Neptuno 0.0086, tierra 0.0167, Urano 0.0472,
jupiter 0.0484, saturno 0.0541, marte 0.0934 y los de mayor excentricidad Mercu-
rio 0.2056 y Pluton 0.2488. (https:/ /es.wikipedia.org/wiki/Excentricidad_orbit
al). Recuérdese que la excentricidad de una elipse se encuentra entre 0 y 1y la
de la circunferencia es 0.

Por tanto, el planeta en su 6rbita tiene una aceleracion centripeta:

S|

4, = — (C.1)

Pero:

= x7 (C.2)

En el caso de una 6rbita circular, se tiene:

v = wr (C.3)


(https://es.wikipedia.org/wiki/Excentricidad_orbital)
(https://es.wikipedia.org/wiki/Excentricidad_orbital)
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Por tanto:
2.2
g, =2 (C.4)
r
_ .2
a. = wr (C.5)
Puesto que:
27
W= (C.6)
Entonces:
4772
[,ZC = ?}’ (C.7)

La fuerza con que es atraido un planeta por el sol no es mas que la fuer-
za centripeta (por lo menos para una Orbita circular) con que el planeta gira
alrededor del sol, es decir:

FC — mpac (C'8)

4772
E=m, (Tzr) (C.9)

La tercera ley de Kepler establece que la razén del cuadrado del periodo
de rotacion de un planeta alrededor del sol al cubo de su distancia al sol es la
misma para todos los planetas, es decir:

TZ

==k (C.10)
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Reemplazando el cuadrado del periodo y, teniendo en cuenta que la fuerza
centripeta no es mas que la fuerza con que el sol atrae al planeta, es decir, la
fuerza gravitacional, se tiene:

4772
F, me (C.11)
mp
Donde:
4772

Se puede considerar como una constante asociada al planeta que orbita alre-
dedor del sol.

Pero la tercera ley de Newton establece que a toda accién le corresponde una

reaccién, de tal forma que el planeta ejerce sobre el sol una fuerza de atracciéon
igual en magnitud a la ejercida por el sol sobre el planeta. Es decir:

ms

Fg = %1’7 (C.14)
Por tanto:
m m
qpr—zp = qsr—; (C.15)
Gty = qsiis (C.16)
% _g (C.17)
ms  m,

Lo que significa que la razén inversa entre las masas y las constantes del
planeta y el sol es constante, la cual se ha llamado G.
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De tal forma que:

qp = Gm (C.18)
Por tanto:
mp

Pero como la fuerza es una cantidad vectorial y ademas es atractiva entonces:

- msty

(C.20)

Donde # es el vector unitario construido sobre el vector que posiciona al
planeta respecto al sol.

Esta es la ley de gravitaciéon universal deducida por Newton en el tercer
libro de sus Mathematical Principles of Natural Philosophy and his System of
the world.

Esta ley también puede escribirse como:

- Mgy
%:—G;Jr (C.21)

Teniendo en cuenta que:

~
I
==

(C.22)
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Figura C.2: Planeta en su orbita eliptica alrededor del sol bajo la influencia
de la ley de la gravitacién



Apéndice D

UN PROBLEMA CON
HISTORIA

“Era enero de 1684, y Hooke compartia mesa con otros dos insignes tertulianos,
Edmund Halley y Christopher Wren. Discutian sobre uno de los problemas que han
preocupado a la humanidad desde tiempos inmemoriales: ;cémo y por qué se mueven los
planetas en el cielo? Los tres tenian en comiin un interés apasionado por el movimiento
planetario y otros asuntos cientificos, y los tres eran miembros, precisamente por ello, de
la Royal Society de Londres.

... Los tres contertulios daban vueltas al problema del movimiento planetario: ;cémo
y por qué se desplazan los planetas en el cielo?... Para responderla, Hooke habia postulado
la existencia de una fuerza de atraccion del Sol sobre los planetas inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia. A la misma conclusion habia llegado Wren unos afios
antes, y también Halley mds recientemente. De ese planteamiento surgia una pregunta:
;qué tipo de Orbita segquird un planeta sobre el que actiie una fuerza atractiva central de
ese tipo?...

De los tres, fue Halley quien tuvo la idea mds brillante para dar con la solucion del
problema: acudirian al consejo de un cientifico de Cambridge, catedritico lucasiano del
Trinity College y autor de una controvertida propuesta sobre la naturaleza de la luz y los
colores. Un individuo retraido, con fama de picajoso, y con quien el propio Hooke habia
tenido sus mds y sus menos; pero, por encima de todo, un excelente matemdtico: Isaac
Newton”. (Guardefio, A.)
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Asi, en “agosto de 1684. Una carroza transporta de Londres a Cambridge a un
astrénomo que acaba de perder la posibilidad de adjudicarse un premio. Nuestro viajero
se llama Edmond Halley; todavia no ha cumplido los treinta afios... El matemdtico y
arquitecto Cristopher Wren habia prometido premiar con un libro valorado en 40 cheli-
nes a quien, entre Halley y Robert Hooke, el mds brillante experimentador de la Regia
Sociedad, respondiera cierta (la) pregunta. ..

(Newton) Enseguida le comunicé a su huésped que la cuestion no le era extrafia: se
la habia planteado algunos afios atrds; la respuesta era que una fuerza en la direccion del
sol e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia del sol era lo tinico necesario
para explicar todo el Sistema del Mundo. ..

En noviembre de 1684 Newton confié a Edward Paget. . . la tarea de entregar a Halley
un breve manuscrito.” (Guicciardini, Niccol6)

La solucién del problema, la cual se puede leer en Los Principia, es de
cardcter geométrico y haciendo uso, de las llamadas por él como cantidades
evanescentes, vale decir con lo que hoy se conoce como paso al limite.

Aqui se presenta la solucién analitica a la pregunta ;qué tipo de orbita seguird
un planeta sobre el que actile una fuerza atractiva central de ese tipo?

Recordemos que en las coordenadas polares (p,¢), la aceleracién de una
particula se expresa como:

i=(p—pg?) o+ (04 +299) ¢ (D.1)

Donde el primer término es la aceleraciéon radial y el segundo término es la
aceleracion tangencial. (Ver Sistemas coordenados curvilineos ortogonales (No-
tas de clase) de este mismo autor).
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Figura D.1: Componentes radial y angular de la fuerza central que el sol
ejerce sobre un planeta

Si la fuerza que acttia sobre el planeta se encuentra dirigida hacia el sol,
entonces la componente tangencial de la fuerza es cero y, por tanto:

m (pf +2p6) =0 (D.2)

El momento angular del planeta es:

L=0xmid (D.3)
L = pmvsina (D.4)

Siendo « el angulo entre el radio y la velocidad. Si aproximamos la 6érbita a
una circunferencia, entonces:

L = pmv (D.5)

L = pmpf (D.6)
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L=p%

(D.7)

Si se deriva con respecto a t se obtiene la componente tangencial de la fuer-
za que actta sobre el planeta, y, por tanto, se puede reescribir la componente

tangencial de la fuerza como:
0?0 =h
De aqui se obtiene:

. dp dpdo

P=3r T doar

._dp.
P—%G

. hdp

02 do

Lo que puede reescribirse como:

De otra parte:

. dp _ dpae

P= T dodr

. hdp

02 do

Sustituyendo p, se tiene:

(D.8)

(D.9)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)
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. hd d (1
7= o (aa () (B19
. ka1
r=pa () (D10

Al sustituir § y 0 en la ecuacién de la componente radial de la fuerza se tiene:

m(p—pb) =—F (D.17)
W d? /1 h?
(i (5) 0 () =F (D18)
1 a2 /1 1
e (i (5) < () -F (b1
(i (5)+ (3) = o)
o2 \ p o mhziz '

Y
Haciendo el cambio de variable
u= 1 (D.21)
P
Entonces:
d?u F
<d@2 + M> = 771’1}121/[2 (DZZ)

La cual es la ecuaciéon que gobierna a todos los planetas, satélites y asteroide
que orbitan alrededor del sol o de algtn planeta.
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Como la fuerza de atraccién gravitacional Newton la habia establecido en el
tercer libro de sus principia, Sobre el sistema del mundo, como:

Mm
@)
F = GMmu? (D.24)

Sustituyendo F, se obtiene la ecuacién diferencial:

d?u GM

Que es una ecuacién diferencial con coeficientes constantes no homogénea,
cuya solucion es la solucién de la ecuacién homogénea mas la solucién particular
igual al término constante.

La ecuacién diferencial homogénea:

d2u
Tiene como solucién:
u = Ce" (D.27)

Donde v se obtiene de su ecuacién caracteristica

Y4+1=0 (D.28)

Es decir:
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v =i (D.29)
Y, por tanto:

u = Cetit (D.30)

Utilizando las relaciones de Euler:

et = cos 0+ sin 6 (D.31)

Se tiene que:

u= Acosf (D.32)

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es:

u = Acosf+ i—];/l (D.33)
— = Acosf+ oM (D.34)
2
Si llamamos
A
€ = m (D.35)
2
Entonces:
1 GM GM

L = €pcos 0+ —- (D.36)
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% = (27]2\/1 (ecosf+1) (D.37)

€ se llama la excentricidad de la cénica y, por tanto:

Si e > 1la ecuacion corresponde a una hipérbola, si € = 1 la ecuacién corres-
ponde a una pardbola y si 0 < e < 1la ecuacion representa una elipse. Estas son
las tres posibles trayectorias para los planetas, satélites o asteroide que orbitan
alrededor del sol o de un planeta bajo la influencia de una fuerza inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia del sol (planeta) al planeta, asteroide o
satélite.

Y, ;los cuarenta chelines? Segtn Guicciardini, Niccolé nunca se supo si New-
ton recibi6é el premio de los cuarenta chelines, “Y, sin embargo, pienso que el
incomparable Sir Isaac Newton se merecié los cuarenta chelines. Para justificar
el premio basta con darle la vuelta a las criticas de los detractores de Newton: si
un vaso estd medio vacio, jes porque esta medio lleno! Aun admitiendo que en
algunos casos hay saltos l6gicos y discrepancias entre las predicciones tedricas
y los resultados experimentales, no puede olvidarse que muchas demostracio-
nes funcionan perfectamente y que algunas predicciones se confirmaron con una
precision impresionante para los patrones de la época. Ademas, ;disponian aca-
so0 los detractores contempordneos de Newton de alguna teoria alternativa con el
mismo grado de matematizacion, unificacién y confirmacién experimental? Pero
mejor que recurrir a estos argumentos, preferimos entregar los cuarenta chelines
a Newton por cuatro razones. La respuesta de Newton a Halley se caracteriza
por:

1. Profundidad intelectual
2. Valentia
3. Elegancia

4. Una superacion de la pregunta misma (Guicciardini, Niccold)
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Figura D.2: Las tres orbitas posibles para un objeto sometido a la accién
de una fuerza proporcional al inverso del cuadrado de la adistancia
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Apéndice E

MATRICES REALES
CUADRADAS

E.1. Definicidon:

Una matriz es un arreglo rectangular de elementos de algtin conjunto, el cual
para los propésitos de estas notas de clase es el conjunto de los nimeros reales
R.

Dicho arreglo rectangular permite ordenar los elementos de la matriz en filas

y columnas dentro de un paréntesis comun, de tal forma que, los elementos de
una matriz A se representan como:

Ajx (El)

Indicando con ello que se trata del elemento que se encuentra en la fila i
columna k. Ademas, el nimero de filas y el niimero de columnas m X n, indica
el orden de la matriz.
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ann 42 - Mk
ay dx - Ak

A= . . . . (E2)
air A2 Ak ) L

Aquellas matrices que tienen igual nimero de filas que de columnas se lla-
man matrices cuadradas. Por ejemplo, la matriz:

31 0
B=|-2 2 -1 (E.3)
4 -3 1

Es una matriz cuadrada de orden 3 X 3, donde el elemento 4 es el elemento
de la fila 3 columna 1.

E.2. Principales clases de matrices cuadradas

Matriz transpuesta: Si las columnas de una matriz corresponden a las filas
de otra matriz A, se dice que dicha matriz es la matriz transpuesta de la matriz
A, y se denota como AT. Es decir que, si los elementos de la matriz A son a; los
elementos de AT son ay;.

Matriz conjugada: La matriz conjugada, A*, de una matriz A es aquella cu-
yos elementos son el complejo conjugado de los elementos de A. Es decir que,
si los elementos de la matriz A son a;i los elementos de A* son a}).. Notese que
para una matriz real su conjugada es ella misma.

Matriz adjunta: La matriz adjunta, A", de una matriz A es la matriz (A*)T.

Matriz unidad: Es aquella matriz donde los tinicos elementos diferentes de
cero son los elementos de la diagonal principal y valen uno. Se denota como 1.

Matriz diagonal: Es aquella matriz donde los tinicos elementos diferentes de
cero son los elementos de la diagonal principal y tienen cualquier valor.

Matriz singular: Es la matriz cuyo determinante es cero.
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Matriz Hermitica o autoadjunta. Una matriz es hermitica si es igual a su
adjunta.

Matriz simétrica: Una matriz es simétrica si es igual a su transpuesta.
Matriz antisimétrica Si —A = AT se dice que la matriz A es antisimétrica.

Matriz unitaria: Si AAT = ATA = I se dice que la matriz A es una matriz
unitaria.

Matriz ortogonal: Si ATA = I se dice que la matriz A es ortogonal.

Matriz inversa: La matriz inversa de la matriz A, denotada como A™1, es tal
que

AAT = ATTA=T (E.4)

La matriz inversa de la matriz A se encuentra mediante:

A9"
Al = ( (E.5)
Al
Donde A€ se llama la matriz de cofactores.
Matriz de cofactores: Se llama cofactor al término
(—1)"* | Ay (E.6)

Donde Aji es la submatriz que resulta al eliminar la fila i y la columna k en
la matriz A, y |Ajk| su determinante.

Asi que, para una matriz 3 X 3:
A — A2 A

A€ = | —|An| |An| —|Ax] (E.7)
|As1]  —|Az|  |Ass|
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E.3. Operaciones con matrices.

Suma de matrices: Si A 'y B son dos matrices de la misma dimensién, enton-
ces A = B = C es tal que:

Cik = i % bix (E.8)

Producto de matrices: Si A es una matriz de dimensién, m X n, y B una
matriz de dimensién n X p entonces, AB = C donde C es una matriz de dimen-
sion, m X p, y el elemento de la posicién fila i y columna j es el resultado del
producto de la fila i de A y la columna j de B.

n
cij = Y aiby (E.9)
k=1
Nota: En general el producto de matrices no es conmutativo.

AB # BA (E.10)

Producto de una matriz por un escalar: Si n es un escalar y A una matriz
entonces, al multiplicar la matriz por el escalar todos lo elementos de la matriz
quedan multiplicados por el escalar. Es decir que, si nA = C entonces se tiene
que cjx = naj.

Derivada de una matriz: Si A es una matriz cuyos elementos son funciones
de alguna variable x entonces:

dA
=B (E.11)
Donde
by = L (E.12)
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Integral de una matriz: Si A es una matriz cuyos elementos son funciones de
alguna variable x entonces:

/ Adx =B+ Q (E.13)

Donde

bik = /aikdx (E.14)

Y Q es una matriz constante, es decir que sus elementos no dependen de la
variable x.

E.4. Determinante de una matriz cuadrada.

A toda matriz cuadrada se le puede asociar un nimero, llamado determi-
nante de la matriz, el cual contiene los mismos elementos que la matriz, pero
encerrados entre barras.

Si A es una matriz cuyos elementos son a;, entonces el determinante de A

es:

|A| = |ai] (E.15)

Nota: Es bueno tener en cuenta que un determinante se resuelve, mientras
que una matriz se transforma.

Propiedades de los determinantes:

1. El determinante de una matriz A y el de su traspuesta AT son iguales.

2. El determinante de una matriz es cero si:

a) Posee dos filas (o columnas) iguales o,
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b) todos los elementos de una fila (0 una columna) son nulos o,

¢) los elementos de una fila (o una columna) son combinacién lineal de
las otras.

Si en un determinante se cambian entre si dos filas (0 dos columnas), su
valor s6lo cambia de signo.

Si a los elementos de una fila (0o una columna) se le suman los elemen-
tos de otra multiplicados previamente por un ntimero real, el valor del
determinante no varia.

Si se multiplica un determinante por un niimero real, queda multiplicado
por dicho nimero cualquier fila (o cualquier columna), pero sélo una.

El determinante de un producto es igual al producto de los determinantes.
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EL PROBLEMA DE VALORES
PROPIOS

A la determinacién de los valores propios (eigenvalores) y los vectores pro-
pios (eingenvectores) de un sistema se le llama problema de valores propios.

Sea la ecuacion vectorial

AX = \¥ (F.1)

Donde A es una matriz cuadrada de dimensién # X n y A un nimero. A los
valores de A se les llama los valores propios de la matriz A y a los vectores ¥
correspondientes a un determinado de A se les llama los vectores propios de A.

Obviamente la solucién trivial, ¥ = 0, es valida para todos los valores de A
y, por ello, los vectores propios son aquellos vectores diferentes de cero.

La ecuacién de Schrodinger para sistemas cudnticos estacionarios es un ejem-
plo de una ecuacién de valores propios:

He (7) = E¢ (7) (F2)
Donde H es el operador hermitico u operador de energia y E los valores de
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la energia del sistema cuantico ¢ (7).

En términos matriciales la ecuaciéon de valores propios se puede escribir co-
mo:

AX = AIX (E.3)

(A—ADX =0 (F4)

Donde I es la matriz unidad y X un vector columna.

La condicién para que dicha ecuacién tenga soluciéon diferente a la solucién
trivial es:

(A= AD)| =0 (E5)

Ejemplo: Encontrar los valores y vectores propios de la matriz:

1 -1 4
A=(3 2 -1 (F.6)
2 1 -1
1 -1 4 100
(A-AD)|=[[3 2 -—1]=Afo0 10 (F7)
2 1 -1 00 1
1-A -1 4
3 2-A -1 |=0 (F.8)
2 1 —1-A
2-A -1 3 1 3 2-2
(1—Aw ) _1_A+—p4)L _1_A++4L . ’_0 (F9)

(1= [2=A)(=1=A)+1]+(B(=1—A)+2)+4(3-2(2— 1)) =0 (F.10)
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(1=A)(—2=2A = A+ A*+1) + (-1 -3A) +4(-1+24) =0 (E11)

A3 —2A2 -5 A+6=0 (F.12)

Los factores del término independiente son 1,2, 3 y por tanto podemos ensa-
yar con cada uno de ellos formar un polinomio de primer grado que sea factor
del polinomio.

A3 —2)2—BA+6

- A2—A—6 (E.13)
A =202 —BA4+6=(A-1)(A*—A—6) (F.14)
AP —2A2 —BA+6=(A—1)(A+2) (A —3) (F.15)

Por tanto:
A-1)(A+2)(A=3)=0 (F.16)

Es decir:
A=1 A=-2 A=3 (E17)

Son los valores propios de la matriz A.

Para calcular los vectores propios asociados al valor propio A = 1, regresa-
mos a la ecuacién de valores propios y reemplazamos A:

A—AI (F.18)
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1 -1 4 100 0 -1 4
3 2 —1|-f(o10]l=(3 1 -1 (F.19)
2 1 -1 00 1 2 1 -2

Utilizando el método de Gauss-Jordan, tenemos:

1. La fila 2 la reemplazamos por la resta de la fila 2 y la fila 3.

0—14\F FF{0—14
1 0 1| 2702tB 11 o 1 (F.20)

2 1 -2) 2 1 =2

2. Intercambiamos la fila 1 con la fila 2.

0 —1 4\ b E f1 0 1
1 0 1 192 1o -1 4 (F.21)
2 1 -2) \2

3. Cambiamos la fila 3 por la resta de la fila 3 con la fila 1 multiplicada por 2.

1 0 1\F b o (101
0 -1 4 |78~y 1 4 (F.22)
2 1 -2/ 0 1 4

4. Multiplicamos la fila 2 por menos uno.

(F.23)

RS
ER=
B
—_
L
v

|
3
co R
B
—_
N QNG
\/

5. Cambiamos la fila 3 por la resta de la fila 3 con la fila 2

10 1\F e_p (101
01 —4]B3 758" [pg 1 —4 (F.24)
0 1

1) \oo o




239

Ello significa que:

X4+z=0 (F.25)

y—4z=0 (F.26)

Este es un sistema que tiene infinitas soluciones, pues cada solucién depende
del valor que se le asigne a z.

Por tanto, los vectores propios asociados al valor propio A =1, son:

X —z
y]|l =14z (E27)
z z

Similar procedimiento se realiza para los otros dos valores propios.

Ejemplo: Hallar las frecuencias de los modos normales de vibracién del sis-
tema de masas de la figura.

[ )
ky=3 %
¥ =0 ¥1
: ‘Eém.—l
-2 =
Yz %_:
¥r=10 T Eé
L
=l my = 1

Figura F.1: Sistema oscilatorio correspondiente a dos resortes en serie.
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La ecuacion que rige para un sistema masa-resorte es:

my +ky" =0 (F.28)

my"” = —ky (F.29)

k . . . L
Donde w = — es la frecuencia de oscilacién del sistema, y cuya solucién es

de la forma:

y = Xe"! (E.30)

Entonces para el sistema de la figura se puede establecer:

miy| = —kiyr + ka2 (y2 —y1) (E31)

mayy = —ka (y2 — y1) (F.32)

Donde y, — y1 es el cambio neto en la longitud del resorte 2.

Suponiendo m; = mp =1, k1 = 3y ky = 2, entonces el sistema de ecuacio-
nes para el sistema es:

y{ = —5y1 + 212 (F.33)

vy = 2y1 — 2y (E.34)

En notacidon matricial:
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Yy (5 2 (» (F.35)
) \2 —2)\p '
Suponiendo una solucién de la forma:
y = Xe! (F.36)
Y = w?Xe" = AXe™ (E.37)
Si A = w? y dividiendo por e“?, entonces:
AX = AX (E38)

(A= AD)X =0 (F.39)

Como |A — AI| = 0, entonces:

—-5-A 2

, T, ,]=0 (F.40)
(=5—A)(—2—A)—4=0 (F41)
A +7A+6=0 (F42)
A+1)(A+6)=0 (F.43)

Cuyas soluciones (valores propios) son:

A=-1  A=-6 (F.44)
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Y cuyos vectores propios para A = —1 son:

—4 2
(5 4) -
Que corresponde al sistema de ecuaciones:
—4x+2y =20
2x —y =10
El cual es un sistema que tiene infinitas soluciones de la forma:

y=2x

Es decir que los vectores propios correspondientes a A = —1 son:

%= (2

Si x = 1 entonces, un vector propio es:

- ()

Similarmente, para A = —6 un vector propio es:

(F.45)

(F.46)

(FA47)

(EA8)

(F.49)

(E.50)

(F.51)

(F.52)



()

Puesto que w = v/A entonces la solucién del sistema sera:
y =X (Cleit + Cz[z‘t) 4+ x2 <C3€i\/5t + C4efz‘\/€t)
Utilizando las relaciones de Euler:

y = mXjcost+apXgsint 4 by X, cos \f6t + by X5 sin \@t

O también:

Y1 = aj cost + apsint + ab; cos V6t + 2b, sin V6t

Y2 = 2ay cost 4 2ap sint — by cos V6t — by sin V6t
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(E.53)

(F.54)

(E.55)

(F.56)

(E57)

La grafica muestra los modos de oscilacién de cada uno de los resortes, asi
como también el modo de oscilacion de la combinacién de los resortes. Las cons-

tantes a1, az, by, by se ajustaron a 1.

— Resorte 1.
— Resorte 2,
— Resortel+ Resortel.

Figura F.2: Modos de oscilacién de cada uno de los resortes y de la com-

binacion de ellos.
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